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Prefacio da Edicao de 2015

Este texto foi crescendo ao longo dos tultimos trinta anos em que tenho ensinado
Teoria Quantica dos Campos. No inicio era s6 Mecanica Quantica Relativista e
QED e depois novos topicos foram sendo incluidos, mas sempre na ética que no
final o aluno tinha de saber calcular. De salientar a introducao a utilizagao de um
conjunto do software que permite tornar os calculos mais rapidos e que fazem hoje
parte integrante do dia a dia de qualquer investigador nesta éarea.

Este ano houve um melhor ordenamento das disciplinas de Mecanica Quéantica
e isso vai-se refletir também em Teoria de Campo. Assim na disciplina de Com-
plementos de Mecanica Quantica passou a fazer parte do programa o estudo da
equacao de Dirac e a segunda quantizagao de campos livres. Isto permite reduzir
o primeiro capitulo focando essencialmente em rever os spinores e alguns aspetos
do spin e helicidade. Esta redugao permitird introduzir um novo capitulo onde é
dada a expansao de Dyson da matriz S e o Teorema de Wick, permitindo assim
chegar as regras de Feynman com campos quanticos em vez de fungoes de onda e
assim explicar os sinais devidos a estatistica de Fermi dos fermides. Este capitulo
foi escrito em inglés, pois sinto que foi um erro ter o texto em portugues, talvez um
dia traduza o resto.

Neste processo foi preciso fazer varias adaptagoes, passando alguns tépicos para
apéndices, e fazendo a ligacao entre o novo capitulo e o resto. Esta versao nao sera
ainda completamente conseguida no aspeto de compatibilizacao de notagoes pois
nao houve tempo para uniformizar dois aspetos, nomeadamente utilizar a convencao
usual que a carga do eletrao é —e com e > 0 (é feito nos capitulos finais mas nao
nos iniciais) e a definigado da amplitude invariante, em que passei a chamar i M ao
que antes chamava M.

A proximidade do inicio do semestre levam-me a por o texto a disposicao dos
alunos antes duma revisao completa destes aspetos. Se encontrarem gralhas peco
para me enviarem um email, ou para me entregarem uma lista.

IST, Fevereiro de 2015
Jorge C. Romao
jorge.romao@tecnico.ulisboa.pt
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Capitulo 1

A Equacao Relativista para o
Eletrao

1.1 Introducao

Pretendemos neste capitulo juntar as ideias da mecanica quantica com as de relativi-
dade restrita tornando-as compativeis. Isso vai levar-nos a substituicao da equagao
de Schrodinger pelas equacoes relativistas de Klein-Gordon e Dirac. Como veremos,
esta tentativa de descrever a Fisica ao nivel quantico através duma equacao para
uma particula tera que ser abandonada e substituida por uma descricao em termos
dum numero variavel de particulas permitindo a sua criagao e aniquilagao. Esse sera
o objetivo de chamada segunda quantificacao que explicaremos mais a frente. Con-
tudo existem muitos problemas onde a interpretacao em termos das equagoes para
uma particula é adequada e conduz a bons resultados. Isto passa-se para distancias
nao muito pequenas, como se compreenderd melhor no seguimento. Além disso,
o formalismo desenvolvido para tratar das equagoes de Klein-Gordan e Dirac ird
ser o suporte dos desenvolvimentos futuros. Isto justifica que estudemos em algum
detalhe estas equagoes e as suas solucoes.

Como dissemos anteriormente queremos encontrar equagdes que sejam com-
pativeis com a mecanica quantica e a relatividade restrita. Vamos aqui rever breve-
mente os principios basicos destas duas teorias. A mecanica quantica [1,2] baseia-se
nos seguintes principios:

e Para o estado fisico existe uma fungao de estado |®) que contém toda a in-
formacao possivel sobre o sistema. Na maior parte dos casos tratemos com
uma representacao do estado |®) em termos das coordenadas, a chamada
funcao de onda W(g;, s,t) onde s designa outros niimeros quanticos para além
dos possiveis de descrever a partir das coordenadas (por exemplo o spin).
|U(q;, si,t)|> > 0 tem a interpretagao duma densidade de probabilidade de en-
contrar o sistema num estado com coordenadas ¢;, niimeros quanticos internos
S;, No instante ¢.
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As observaveis fisicas sao representadas por operadores hermiticos lineares.
Por exemplo

.0
.0

Um estado |®) do sistema é um estado préprio de operador €2 se

QD) = wy, |Dy) (1.3)

onde |®,) é o estado préprio a que corresponde o valor préprio w,. Se ) for
hermitico entao os w, sao reais. Na representacao das coordenadas temos

Q(q, s, t)¥(q, s,t) = w,¥(q, s, 1) (1.4)

Existe um conjunto completo e ortonormal de fungoes proprias, ¥,,, dum con-
junto completo de operadores que comutam {2, s, ...}. Uma funcdo de onda
arbitraria pode ser expandida em termos desse conjunto completo

U=> a,V, (1.5)

O resultado duma medicao é qualquer um dos valores proprios. Se ¥ =
>, ¥, com QU, = w,V¥, entdo o resultado da medigao serd o valor w,
com probabilidade |a,|*. O valor médio duma observdvel ¢ dado por

Qg Z/dql...xp*(q,-, 5o DQW(gr 50t) = 3 JaalPwn (16)

n

Depois da medicao o estado fica projetado no vetor préprio (ou combinagoes
de vetores préprios) correspondentes ao valor préprio.

A evolugao no tempo dum sistema fisico é dada pela equagao

L Ov
ihmr = HU (1.7)

onde o Hamiltoniano H é um operador linear e hermitico. A linearidade

implica o principio de sobreposicao e a hermiticidade conduz a conservacao de
probabilidade

%g/dql"'\ll*\ll:%;/dQI"'KH‘I’)*\If—\D*(H\P)]:0 (1.8)
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Estes sao os principios basicos de mecanica quantica que procuraremos conservar.
Por outro lado a relatividade restrita baseia-se nos principios da relatividade e da
constancia da velocidade da luz. Para as nossas aplicagoes basta recordar [3] que as
coordenadas de dois referenciais de inércia estao relacionadas pela relagao

ot =a", 2¥ (1.9)
A invariancia do intervalo

ds* = g, dr"dz” = dz"dz, (1.10)

onde a métrica g, é diagonal e, com as nossas convengoes, dada por g, = diag(+—
——), restringe os coeficientes a*, de transformacgao, Eq. (L.9)), a obedecerem a

guya”aa"gdxo‘dxﬁ = gagdzvadzvﬁ (1.11)

ou ainda

a“agu,,a”g = gaﬁ (112)

que pode ser escrita matricialmente na forma

a'ga=g (1.13)

As matrizes que obedecem a Eq. (ILI3)) constituem o grupo de Lorentz, designado
por O(3,1). Para ver as principais propriedades do que é um grupo ver o Comple-
mento [LIl E f4cil verificar que

det a = +1 (1.14)

As transformacoes que tém det a = +1 constituem o grupo de Lorentz préprio e
podem ser construidas a partir de transformacoes infinitesimais. Exemplos sao as
rotagoes no espago a trés dimensoes e as transformagoes de Lorentz. Uma rotagao
dum angulo € em torno do eixo dos zz sera descrita pela matriz

1 0 0 0
0 cosf sinf 0
0 —sinf cosf 0
0 0 0 1

enquanto que uma transformagao de Lorentz segundo o eixo dos xz sera dada pela
matriz

(1.15)

a =

¥y —p 00
-6 v 00

a=1 4" 0 10 (1.16)
0 0 01

onde



4 Capitulo 1. A Equacao Relativista para o Eletrao

1 Vv
Y= /71 — 52 ) 6 - ; :
e V é a velocidade do referencial S’ em relagdo a S. Exemplos de transformagoes

com det a = —1 sdo as inversdes no tempo ou no espaco. Por exemplo ¢ — —t
corresponde a matriz

(1.17)

~10 0 0
0 10 0

a=|0 01 0 (1.18)
0 001

No seguimento vamos admitir que os principios basicos de mecanica quantica e da
relatividade restrita sao conhecidos. Nos problemas no final do capitulo sao dados
exemplos que servem para ilustrar os conceitos de que vamos necessitar. No Com-
plemento [I.2] a notacao invariante é usada para descrever as equacoes de Maxwell,
0 que vird a ser ttil em capitulos posteriores.

1.2 A equacao de Klein-Gordon.

Comecemos pela particula livre. Em mecanica quantica nao relativista a equagao
de Schrodinger é obtida da equacao fundamental

0
h—y = H 1.19
i = HY (1.19)
usando o Hamiltoniano livre nao relativista que é

2

p
= 1.2
2m (1.20)
e fazendo a substituicao p'— —ihV. Obtemos entdo
L Oy h?
AR vE 1.21
! ot 2mv 4 ( )

A primeira ideia que surgiu para generalizar esta equacao para uma particula rela-
tivista foi usar em vez da Eq. (I.20) o Hamiltoniano relativista. Para uma particula
livre o Hamiltoniano é a sua energia e devemos ter

H=E (1.22)

A energia estd relacionada com o momento linear através da relagao

pup = m*c? (1.23)

onde
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P = (Ep) (1.24)

Temos entao

E2
— = D - ﬁ: m2c? (125)
c
ou seja
E? = p*c® + m*c (1.26)

Classicamente exige-se que as energias sejam positivas por isso deverfamos ter no
caso relativista

H = /p*c® + m?c (1.27)

Somos imediatamente confrontados com o problema de interpretar a raiz quadrada
dum operador. Para evitar este problema vamos encontrar uma equacao para H2.
Isto obtém-se facilmente iterando a Eq. (LI9) e observando que [ih%,H } = 0.
Obtém-se entao
2 0 2 2 2 4
—h@ = (=h"c*V2+mc" )y (1.28)

ou ainda

mc

{D ; (7)2] =0 (1.29)

onde O = 0,0". Agora nao temos dificuldades em interpretar os operadores mas
introduzimos no problema as solucoes de energia negativa que também sao solugoes
da Eq. (.29). Como veremos as solugoes de energia negativa ndo podem deixar de
existir em mecanica quantica relativista e a sua interpretagao estd relacionada com
as antiparticulas. A observacao experimental de antiparticulas veio a confirmar esta
interpretacao.

Mas nao foi a existéncia de solugdes com energia negativa que levou ao aban-
dono da Eq. (I.29), chamada equacao de Klein-Gordon [4H6], como equagao rela-
tivista para o eletrao mas antes outro problema relacionado com a densidade de
probabilidade. Partindo da Eq. (L29]) e da equacao complexa conjugada obtemos

. me 2 meN? |,
" [m+(7)}w—¢[m+(?)}w —0 (1.30)
ou
0= ¢y —yY0y* = 9,(1°8"y) (1.31)

onde w*guw = w*_ﬁww — ¢*<E_9“¢. Temos entao
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9, =0 3 JF=1"01) (1.32)

Na identificacao usual J* = (pc, J) pelo que a densidade serd

_ Loy oy
P= <Q/) = W) (1.33)

Esta equacao mostra que p nao pode ser interpretado como uma densidade de proba-
bilidade por nao ser definida positiva. Finalmente uma terceira razao fez abandonar
a equacao da Klein-Gordon. De facto ela nao conduz aos niveis de energia do dtomo
de hidrogénio (ver Problema [[.14)).

Se excetuarmos esta tultima razdo, a Eq. (L29) foi abandonada pelas razoes
erradas. De facto pode-se mostrar que ela é a boa equagao relativista para particulas
de spin zero, razao pela qual nao pode explicar os niveis do atomo de hidrogénio
onde os efeitos do spin sao importantes. As solugoes de energia negativa serao
compreendidas e a densidade p serd re-interpretada nao como uma densidade de
probabilidade mas antes como uma densidade de carga.

1.3 A equacgao de Dirac

Confrontado com os problemas anteriores Dirac propos uma outra equacgao relati-
vista para o eletrao [7,[§]. Como na equagao fundamental, Eq. (LI9), a derivada
em ordem ao tempo aparece linearmente é natural admitir num contexto relativista
que o Hamiltoniano seja também linear nas derivadas em ordem as coordenadas e
portanto escrevemos

L O0Y I 2\ . _

zha = (—zhca -V + pme ) Y= Huy (1.34)
E f4cil de ver que o' e 3 nao podem ser nimeros pois entao a relacao entre energia
e momento duma particula relativista nao seria verificada. Também 1 nao pode ser
um escalar se p = ¥*y é para ser interpretada como a componente temporal dum
4-vetor corrente. Assim Dirac propos que @ e [ sejam matrizes hermiticas N x N
(para que H seja hermitico) e que v seja uma matriz coluna com N elementos.

(G}
Y= (1.35)
(Y
A Eq. (I34) é entao interpretada como uma equagao matricial. Para que ela faga
sentido devemos satisfazer as condigoes:

e Deve dar arelacio correta entre a energia e o momento isto é E? = p2c?+m?c?,

para uma particula livre.
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e Deve fornecer uma probabilidade definida positiva.

e Deve ser covariante para transformagoes de Lorentz.

Vejamos os dois primeiros requisitos. Para que se obtenha a relagao energia-momento
correta basta que cada componente satisfaca a equagao de Klein Gordon. Para isso

iteramos a Eq. (L34)

%) : o
h 5 (—ihca'V; + Bmc?) il T (1.36)
2 20‘i0‘j+0‘j0‘i . 2/ i i 2 24
= |-h*'c"———V,V, —ihmc*(a'f + pa’)V; + *m*c* | ¢

2

onde se usaram as propriedades de simetria e anti-simetria dos tensores. No Com-
plemento faz-se uma revisao destas propriedades. Para que cada componente
satisfaga a equagao de Klein- Gordon devemos ter

alad + alat = 269

a'f+ Bat =0 (1.37)

() = 2 =1

Temos portanto que construir 4 matrizes que anticomutem, sejam hermiticas e
cujo quadrado seja a unidade. E desde logo claro que nao podem ser 2 X 2 pois s6
ha 3 matrizes 2 x 2 que anticomutam, as matrizes de Pauli. Para ver a dimensao
minima em que é possivel realiza-las, observemos que sendo hermiticas os seus valores
préprios sdo reais e iguais a £1 pois a? = 32 = 1. Das relacoes de anticomutacao
pode-se concluir que tém traco nulo. Por exemplo

o' = —Ba'f (1.38)

ou seja

Tr(a') = Tr(—Ba'B) = =Tr(a") =0 (1.39)

Isto tem como consequéncia que N deve ser par para que o numero de valores
proprios +1 e —1 seja igual. Como N = 2 esta excluido devemos ter N = 4 como
a dimensao mais baixa onde se realiza a Eq. (L37). Uma representagao explicita, a
chamada representacao de Dirac é

ol = LS ‘(’)} . B= Ll) _01} (1.40)

onde o; sao as matrizes de Pauli:
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O S S

E um exercicio trivial verificar que a Eq. (IL40) satisfaz as condi¢oes da Eq. (I37).
Claro que a escolha nao € iinica, mas voltaremos a este assunto mais tarde.

Vamos agora ver a questao da corrente de probabilidade. Para isso escrevemos a
equacao conjugada hermitica da Eq. (IL34]). Atendendo a que o' e 3 sdo hermiticas,
obtemos

. 5¢T trs i‘a 2

Multiplicando a Eq. (L34) a esquerda por ¥f e a Eq. (L42) a direita por 1 e
subtraindo obtemos
Zha(iﬂ ) = —iheVi(YTa'y) (1.43)

ou ainda

o (1) + - (o) =0 (1.44)

o que permite identificar uma densidade de probabilidade e uma corrente de proba-
bilidade:

p = vl (1.45)
i = ylcay (1.46)
Integrando a Eq. (IL44)) em todo o espago obtemos
d / dBryptyp =0 (1.47)
dt

o que estd de acordo com identificarmos 111 como uma densidade de probabilidade
conservada no tempo.

A notacdo das Eqs. (ILZ4) e (I.46) antecipa o facto de j ser um 3-vetor. De
facto temos de mostrar isso e muito mais. Na seccao seguinte demonstraremos que
J* = (cp, j) ¢ um 4-vetor conservado, d,j" = 0 e que a equacao de Dirac é covariante,
isto é, que mantém a mesma forma em todos os referenciais de inércia.

1.4 Covariancia da equacao de Dirac

Antes de mostrar-mos a covariancia da equagao de Dirac vamos introduzir uma

. ~ . . . . 1 N
co'nvenlent‘e notacao 4—@1men81onal. Multiplicamos a Eq. (L34) por <3 a esquerda
e introduzimos as matrizes
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V=8 . A=8d =123 (1.48)

Entao a equacao de Dirac escreve-se

(thy"0, —me)yp =0 (1.49)

ou ainda

(ith@ —me)yy =0 (1.50)

onde se introduziu a notagao, devida a Feynman

J =40, (1.51)
As matrizes v*, na representagao de Dirac, sadiB
1 0 ; 0 o
0 _ . i i
As matrizes v* nao sao hermiticas mas obedecem a relacao importante,
P =700 (1.54)

E fécil de ver que as relagoes da Eq. (L37) se escrevem duma forma compacta em
termos das matrizes 7, isto é

{7, 7"} =" + 9" = 29" (1.55)
onde introduzimos a notagao para anticomutador {A, B} = AB + BA.

Devemos notar que apesar da sugestiva notagao da Eq. (I.49) ainda nao demonstramos
a covariancia da equacao. Antes de o fazermos vejamos a relacao entre diferentes
representacoes das matrizes 7.

1.4.1 Transformacoes de equivaléncia

Consideremos duas representacoes das matrizes v, v* e 4*. Isto quer dizer que tanto
v* como A* satisfazem a Eq. (L55). A equacao de Dirac nestas representagoes serd

(thy"0, —me)p =0 (1.56)

!'Na nossa convencao nao subimos ou descemos indices nas matrizes de Pauli. Elas sdo sempre
definidas com o indice em baixo como na Eq. (L4I)).

2 As matrizes estdo representadas em blocos 2 x 2, por isso a matriz 1 é a matriz identidade em
dimensao 2 x 2, isto é

1 0

Noés vamos usar a notagao simplificada de 1 e dimensionalidade deve ser entendida pelo contexto.
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(th4*0, —me)p =0 (1.57)

Se ambas as equagoes descrevem a mesma Fisica, deve haver uma relagao entre ¢ e
. Seja

Y = Uy (1.58)

onde U é uma matriz constante que admite inversa. Entao substituindo na Eq. (L56])
e multiplicando & esquerda por U~! obtemos

At = U1 U (1.59)

Uma transformacao deste tipo é chamada transformacao de equivaléncia e embora
mude a func¢do de onda néo altera a Fisica (ver Problema para a definicao das
representagoes de Majorana e Quiral).

1.4.2 Demonstracao da covariancia

Consideremos entao a equacao de Dirac em dois referenciais de inércia O e O’

(ihy" 0, — me)(xz) =0 (1.60)
e

(ihy"9, —me)y' (') = 0 (1.61)
A matriz 4" satisfaz as mesmas relagoes de anticomutacao que y* e além disso
vm =70 v’ﬁ = —+"". Pode-se entao demonstrar que 7* e v* estao relacionados

por uma transformacao de equivaléncia

yH =UW U (1.62)

onde U é uma matriz unitaria (ver Problema [[I7). Assim podemos passar toda
a transformagao para a funcdo de onda e usar a mesma representacao em todos
os referenciais de inércia. As fungdes de onda ¢'(2') e ¥(x) devem entao estar
relacionados por

Y'(2") = ' (az) = S(a)y(z) = S(a)p(a ") (1.63)
" = at,x” (1.64)

e a matriz S(a) deverd depender apenas de velocidade relativa e/ou rotagao entre
os dois referenciais O e O'. Substituindo a Eq. (LG3) na Eq. (L61) obtemos
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_ 0
(Zhv“&g/ﬂ —mec)S(a)p(zr) =0 (1.65)
Sabendo que
0 dx” 0 1
or'n — Ox v (@)%, (1.66)
obtemos
ihS™(a)y*S(a)(a )", 0, — me| Y(z) =0 1.67
m

o que comparando com a Eq. (L60) da

S7Ha)y"S(a) ()" =" (1.68)

ou ainda

S(a)y"S~(a)a", =~ (1.69)

As Eqgs. (L6Y) sao as relagoes fundamentais que permitem obter S. Para se obter
a matriz S comecamos por considerar transformagoes infinitesimais

alju :guu_‘_wuu_‘_ ttt (170)

com

wt = —w'H (1.71)

o que resulta da aplicacao da Eq. (LT0) na Eq. (ILT2) conservando apenas termos
de ordem w. A Eq. (LTI quer dizer que hé somente seis parametros independentes.
Veremos que eles podem ser identificados com os trés graus de liberdade duma
rotacao mais os trés graus de liberdade duma transformacao de Lorentz numa direcao
arbitraria. Entao se definirmos

S = l—iaww’“’jt--- (1.72)
S 1+iaww“”+~-~ (1.73)

onde as matrizes 0, sao antissimétricas

O = —0Ouy (1.74)

obtemos a partir das relagoes da Eq. (LG9,

[V, 0a8] = 2i(9" 078 — 9" 57a) (1.75)
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Usando as relacoes de anticomutacao dos v's é facil de verificar que

i
2
satisfaz a condigao da Eq. (LT5). Isto determina S e S™! infinitesimalmente. De

facto a forma Eq. (IL72) exponenciaﬁ pelo que a expressao para uma transformacao
finita é

[Yus ] (1.76)

O =

S = e aomw (1.77)

Para encontrarmos a forma explicita da matriz S vamos distinguir a caso das

rotages do das transformacgoes de Lorentz propriamente ditas (conhecidas por “bo-
osts”). Para as rotagoes definimos

(91792a93) = (w23,w31,w12) (178)
(§
(21,22, 5% = (65,0, 0'?) (1.79)
Entao
Sp = ex'* (1.80)

Na representacao de Dirac
= o 0
Y= - 1.81
(52 (181)
pelo que a Eq. (L80) representa a generalizagao para spinores de 4 componentes da
maneira como spinores de 2 componentes se transformam para rotagoes. O fator %

na Eq. (I80) tem a ver com o facto de somente depois duma rotagao de 47 a funcao
de onda do eletrao retomar o mesmo valor. Usando

@-2)0-5)=6-6 (1.82)

podemos escrever, desenvolvendo a Eq. (L80) em série
0 -~ o . 0
SR:cos§—|—29-Zsm§ (1.83)

onde 6 é o versor na direcao da rotacao. Esta relacao pode ser usada para verificar
a Eq. (L6Y) para o caso das rotagoes finitas (ver Problema [[LTS).

Para as transformagoes de Lorentz propriamente ditas (boosts), definimos o 3-
vetor & tal que (w! = w")

3Isto é verdade para todos os grupos de transformacdes continuas, os chamados grupos de Lie.
Para estas transformacgoes é suficiente conhecer o que se passa para transformacoes infinitesimais
(4lgebra de Lie) para saber o que acontece para transformagoes finitas (grupos de Lie).
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w=V
(1.84)
tanhw = %
onde V é a velocidade relativa dos dois referenciais. Entao usando
oV = 5 [70,7] = i7" =i (1.85)
temos
Sp = e 290 (1.86)
com @ dada pela Eq. (L40). Pode-se também mostrar que
(G-d)P=5-@ (1.87)
pelo que obtemos
SL:coshg—dJ-o?sinhg (1.88)

Esta expressao pode ser usada para verificar a Eq. (LL69) para o caso das trans-
formagoes de Lorentz finitas (ver Problema [[LT]). Isto demonstra que a expressao
da Eq. (ILT7) é correta para transformagoes finitas. No Complemento [[L4] as pro-
priedades de transformacao dos spinores sao usadas para calcular a precessao de
Thomas.

E f4cil verificar que Sk ¢é unitaria enquanto Sy nao o é. E contudo possivel
demonstrar@ que

S = 08740 (1.89)

tanto para Sk como para Sy. Esta relacao é importante pois permite mostrar que
a corrente é um 4-vetor. Na notagao 4-dimensional a Eq. ([L40]) escreve-se

(@) = et () "y (@) (1.90)

Vejamos entao como j* se transforma:

j/u — CID/T(SL’/)’YO’}/uqﬂ/(I/)
= o (2)STy 9" Sy (x)
= l(2)7°7°ST 7" Sy (w)

= el (2)7°S7"SY () (1.91)

4Basta recordar que [7°, i] =0e {7y’ a}=0.
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Se usarmos a Eq. (L69) obtemos entao S~!v*S = a*,y" e portanto

7 = at, 5" (1.92)

como seria de esperar para um 4-vetor. Na Eq. (L90) aparece a combinacio 14",
Como veremos no seguimento, esta expressao aparece tantas vezes que é conveniente
definir um simbolo para ela

¥ =yhy’ (1.93)

que se designa por adjunto de Dirac. Uma propriedade importante do adjunto de
Dirac é a modo como se transforma numa mudanca de referencial. Obtemos

(@) = 9"(2)y° = 91 (2)S1" = 140810 = Y (2)s7, (1.94)

onde se usou a Eq. (L8J) e v%9° = 1.

1.4.3 Inversao no espaco

Embora mais tarde voltemos ao caso das simetrias discretas, (P,C e T') é util introdu-
zir aqui a inversao no espaco ou Paridade. A inversao no espago é uma transformacao
de Lorentz com det a = —1 dada pela matriz

at, = _q (1.95)
—1

Queremos encontrar a matriz Sp que transforma os spinores e que deve satisfazer
a Eq. ([L6Y), isto é,
S;W“Sp =a" " (1.96)

Vemos facilmente que esta relagao é satisfeita para

P =Sp=ey (1.97)

onde €% é uma fase arbitraria.

1.4.4 Covariantes bilineares

Tal como qualquer matriz complexa 2 x 2 se pode exprimir em termos de 4 matrizes
linearmente independentes (por exemplo a matriz identidade mais as matrizes de
Pauli) assim qualquer matriz 4 x 4 se pode exprimir em termos de 16 matrizes 4 x 4
linearmente independentes. Para introduzir estas matrizes é conveniente definir a
seguinte matriz
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vs = 70y’ (1.98)

que na representacao de Dirac tem a forma

Ny = {g g} (1.99)

Da definigao resultam as propriedades importantes

{75, 7"} =0 (1.100)
(152 =1, A =1. (1.101)

Estamos agora em posicao de definir as 16 matrizes 4 x 4

=1 (1.102)
Ty =Y (1.103)
Lo = O = %[%%] (1.104)
i = Y57 (1.105)
I¥ =1 (1.106)

onde os simbolos S, V, T, A e P designam respetivamente: escalar, vetor, tensor,
pseudo vetor e pseudo-escalar e tém a ver com a maneira como os bilineares

DT  a=SV,T,AeP (1.107)

se transformam para transformagoes de Lorentz. Por exemplo

) T () = @)y (2)
= ()57 S (x)
= det a a",(z)y57" Y (x) (1.108)

onde se usou o facto de [S,7v5] = 0 para transformagdes de Lorentz préprias e
{P, 75} = 0 para a inversdo no espago. Isto mostra que 1(z)7ys5y,1(x) se transforma
como um vetor axial ou pseudo-vetor. De forma semelhante se podiam demonstrar
as propriedades de transformacgao dos outros bilineares.
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E f4cil de mostrar (ver Problema [[.2T]) que as matrizes I'* satisfazem as propri-
edades

o (I')?=41

o T(I)=0 Va#S

v

o V=4 VY w=-29" 5 Y =497

o Y'Y =gy — "y + gt + e s (1.109)

1.4.5 Sistema de unidades naturais

Em fisica de particulas tratamos de grandezas a escala sub-atémica, para as quais
o sistema internacional (SI) nao é bem adaptado. Assim faz sentido escolher um
sistema de unidades mais adaptado a estas escalas, o chamado sistema de unidades
naturais. Neste sistema as unidades [Kg,m,s| sdo substituidos por [f, ¢, GeV], onde
1 GeV =10 eV = 1.602 x 107! J, é uma unidade de energia.

No sistema de unidades naturais é usual fazer uma simplificagdo adicional, es-
colhendo i = ¢ = 1, complementado com ¢y = pp = 1 (notar que ¢ = 1 implica
€opto = 1). Assim sé hd uma unidade independente, a energia. Por vezes, em vez da
energia usa-se também a distancia ou o tempo, sendo a conversao feita usando as
relagoes:

1 = ¢=2999792 x 10° ms™' — 1s=2.999792 x 10° m (1.110)
1 = hc=197.327 MeV.fermi — 1MeV ™! =197.327 x 107"° m(1.111)
1 = h=1.054571x107*Js — 1 J.s=9.482529 x 10* (1.112)

Como exemplo, vamos escrever as varias unidades em termos da energia. Temos
sucessivamente

Im = 5067730 x 10" MeV !

s = 1.520214 x 10*! MeV ! (1.113)

1Js _1J.s><ls
Im2x1s!  1m?2

1Kg = = 5.613088 x 10%° MeV .

Particularmente 1teis sao as relagoes:

1s™' = 6.578023 x 107> MeV
Ibarn = 107%* cm? = 2.568189 x 10™% MeV 2
Ipb = =2568189 x 107*° MeV 2 (1.114)
1 MeV™ = 3.893794 x 10" pb
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1GeV™2 = 3.893794 x 10® pb
1eV™2 = 1.5202 x 10'° Hz

Poderia parecer que ao fazer h = ¢ = 1 se perde informagao. No entanto é sempre
possivel voltar atras e re-introduzir estas constantes. Tomemos como exemplo a
seccao eficaz e” + et — = 4+ pt em QED (isto é a baixas energias). No limite em
que se desprezam as massas o resultado é

4 2
o= " Gev? (1.115)
s
onde s é o quadrado da energia no centro de massa e o« = 1/137.032 - - - | é a constante

de estrutura fina. Se quisermos voltar para o sistema SI, usamos o facto de que uma
secgao eficaz tem as dimensoes duma area. Entao

L? = (ML*T?) 1
M2 AT (MLzT_l)B (LT—l)“/
— M8 [ A28y pA-B—y 7 (1.116)

que tem como solucao, f§ = 2,7 = 2 e portanto a expressao correta, do ponto de

vista dimensional, seria
4 h2 2 2
o= T (1.117)
S

1.5 Spin e a equagao de Dirac

1.5.1 O operador de spin na equacao de Dirac

Em mecanica quantica uma observavel é conservada se comutar com o Hamiltoni-
ano do sistema. Por exemplo, em mecanica nao relativista o Hamiltoniano para a
particula livre (equagao de Schrédinger),

2

p
He= 2 1.11

comuta com o operador momento angular L = 7 X p'e portanto o momento angular
é conservado. A questao que se poe agora é saber o que acontece em mecanica
quantica relativista para o Hamiltoniano de Dirac,

Hp=a-p+pm . (1.119)

Vamos calcular este comutador. Isto faz-se mais facilmente se usarmos as ex-
pressoes com indices em vez de vetores. Como se trata de indices do espago vamos
usar os indices 7, j, k, .... Obtemos

[Hp, L'] = [o/p’, L] (1.120)
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porque no espaco de Dirac, L é proporcional & matriz identidade que comuta com

a matriz constante 3. Usando agora L! = ¢*™zkp™ obtemos sucessivamente,

[Hp, L'] =e*™ [o/p?, z*p™]
_ikm i [p’, xk] o
= —ie"maFpm = —i (@ x p)’ (1.121)
isto é, o momento angular nao comuta com o Hamiltoniano de Dirac,
[HD, E] — i@ x ] (1.122)

e nao ¢é portanto uma quantidade conservada, mesmo para a particula livre.

Se pensarmos um pouco isto nao devia ser uma surpresa, pois do estudo do
atomo de hidrogénio em mecanica quantica nao relativista sabemos que o eletrao
tem spin e é o momento angular total que é conservado. Em mecanica quantica nao
relativista o operador de spin é dado por (h = 1),

S==¢. (1.123)

Como os spinores de Dirac tém quatro componentes, vamos generalizar este operador

para
S Y= {g 2} , (1.124)

e vamos ver quais as relagoes de comutagao deste operador com Hp. Como ¥ é
diagonal comuta com a matriz também diagona]ﬁ B, portanto temos s6 de ver as
relagoes de comutacao com as matrizes o'. Obtemos

I I

“loton 73]

—2jeilk [o?k ‘B ] = ik (1.125)
e portanto
[o?-ﬁ, i} — 2%d X (1.126)

onde usdmos [o?, 07] = 2ie"*o*. Usando os resultados das Eqs. (L122) e (CI126)
podemos definir o momento angular total,

—

J=L+S=Fxp+=% (1.127)

N —

5Estamos a considerar a representacio de Dirac, claro.
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que satisfaz,
[HD,f] —0 (1.128)

e portanto o momento angular total é conservado. Usando a Eq. (IL124]) e as pro-
priedades das matrizes de Pauli podemos facilmente mostrar que

1 3
S§2 = _-y2_°Z 1.129
1 1 (1.129)

0 que mostra que o eletrao tem s = 1/2.

1.5.2 O spin e o operador de Pauli-Lubanski

Introduzimos o spin na secgao anterior duma forma muito intuitiva, procurando uma
extensao do conceito em mecanica quantica nao relativista. Vamos agora ver como
o spin aparece numa forma mais formal, em particular como se deve generalizar a
Eq. (LI27) no formalismo da relatividade restrita.

Comecemos com o caso dum campo escalar. Entao numa transformacao de
Lorentz 2/ = a*, x¥ um campo escalar é invariante, isto é

¢'(a') = ¢(x) (1.130)
que pode ainda ser escrita como
¢'(r) = ¢l ) . (1.131)

Consideremos agora uma rotagao em torno do eixo dos z. Usando uma notagao
matricial temos

" L0 U0 g 1 0 0 0] [«
o1 0 cose sine 0 e 01 € ol I
2| = 0 —sine cose 0 217 1o Zc 1 ol |22 (1.132)
' 0 0 0 23 0 0 0 3

onde a segunda forma é para rotacoes infinitesimais. Definindo € = €€, obtemos
para rotagoes infinitesimais
7' = (2°,7 — €x 1) (1.133)

ou ainda
atz= (2", 7+ Ex ) (1.134)

Obtemos portanto da Eq. (LI31)

¢'(x) =p(a°, 7+ Ex T) ~ ¢(x) + € (& x V)g()
=(1+ i€ L) ¢(x) (1.135)



20 Capitulo 1. A Equacao Relativista para o Eletrao

mostrando que L é o gerador das rotagoes no espaco tridimensional. Agora definimos
para as transformacoes de Lorentz infinitesimais uma relagao semelhante@, usando
o caso de spinores (seria semelhante para qualquer campo)

V(z) = (1 - %Juyw“”) U(x) (1.136)

onde os operadores J,,, sdo os geradores do grupo de Lorentz (ver Problema
para uma descricao dos grupos de Lorentz e Poincaré).

Mas nés vimos que numa transformacao de coordenadas os spinores se transformam
de acordo com

P'(a') = (1 - ia,wcu“”) U(x) (1.137)

ou ainda
P(r) = (1 — ia,ww‘“’) (2’ — wP ")

- (1 - iaww‘“’ + :Euw‘“’&,) b(z) . (1.138)

Comparando a Eq. (ILI38) com a Eq. (ILI30) e usando a antisimetria do tensor w"”,
obtemos entao,

1
Jw = i(x,0, — 2,0,) + 50 - (1.139)

Esta relacao é a generalizacao da Eq. (ILI27) como se pode verificar tomando o caso
das rotagoes.

Para voltar ao problema de descrever o spin no formalismo quadrimensional da
relatividade restrita recordemos que o grupo de Poincaré tem dois invariantes, P? e
W? (ver Problema [[24), onde P? = P,P" e W? = W,W#, com P, o operador do
momento linear e W, o chamado 4-vetor de Pauli-Lubanski, definido por

1 14 o
Wi = =3 pmpe P (1.140)

Pode-se mostrar em geral que se P? tem valores préprios m? entao W?2 tem valores
proéprios [9] (ver também o Complemento [T,

W? = —-m?s(s+1) (1.141)

onde s é o spin (inteiro ou semi inteiro). No Complemento [[L5 faz-se uma explicac¢ao
mais aprofundada do significado de W), ¢ da razao da Eq. (LIZI]).

6Veja o Problema [[.26] para mostrar a compatibilidade das defini¢coes entre as Eqs. (LI36) e

(L133).
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Vejamos a forma de W, para a equagao de Dirac. Consideremos transformacoes
de Lorentz infinitesimais. Usando a Eq. (LI39) na definicdo de W, obtemos

7; vV loa
Wi = — o0 (1.142)

Calculando W? ¢é facil de ver (Problema[L.25]) que os valores préprios para a equacao
de Dirac sao

3
W? = —Zm2 (1.143)
o que confirma que s = % Voltaremos a este assunto depois de ter estudado as

solucgoes de onda plana.

Notemos que da defini¢ao de W, s6 a parte que tem que ver com o spin contribui,
ja que a parte que ¢ a generalizacdo do momento angular orbital, i(z,0, — x,0,), se
anula devido a antisimetria do tensor €,,,,. Assim, para um campo escalar como
nao ha a parte do spin, isto é J,, = i(z,0, — x,0,) obtemos W, = 0, implicando
entao da Eq. (LI4I]) que um campo escalar tem spin zero.

1.6 Solucoes para a particula livre

1.6.1 Ondas planas

Tomemos a equacgao de Dirac para a particula livre

(i@ —m)(z) =0 (1.144)
A Eq. (LI44) admite como solugoes ondas planas

P(x) = w(p)e =" (1.145)

desde que p,p* = m?. Isto implica que (p°)* = E? = p'- p+ m? e portanto temos
solucoes com energia positiva e negativa. Nas nossas convencoes fazemos p° = F =
V/|P1? + m? > 0 sempre, pelo que devemos ter

Y7 (z) = w"(p)e et (1.146)

onde €, = +1 para solucoes de energia positiva e negativa, respetivamente, e o indice
r explicita as diferentes solucoes independentes, como veremos de seguida.

Para determinar w” (p) vamos considerar primeiro o caso da particula em repouso
e depois efetuaremos uma transformagao de Lorentz para obter w”(p). No referencial
préprio a equacao de Dirac reduz-se a

(wO% — m) =0 (1.147)
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Usando a representacao de Dirac, Eq. (L53]), é facil de ver que a equagao se escreve

m(e,7° —1) " =0 (1.148)
onde
Y= w"(0)e ™ (1.149)
com
41 r=1,2
Er = {_1 r—3.4 (1.150)
e — — — -—
1 0
w'(0) = v2m 8 o w?(0) = V2m (1) (1.151)
L O - - O -
"0 0
w?(0) = V2m (1) c wh(0) = V2m 8 (1.152)
0 1

Vemos portanto que » = 1,2 sao solugoes da energia positiva e r = 3,4 da
energia negativa. O fator v/2m da normalizacio foi introduzido por conveniéncia
como sera claro mais tarde (esta normalizagdo é a nossa tinica diferenga em relagao
as convengoes de Bjorken e Drell [10]). Se usarmos o operador ¥* = ¢'? vemos ainda
que w™(0) sdo funcoes proprias de X3 com valores proprios 1. Assim as solugdes
r = 1,2 descrevem o eletrao de Schréodinger-Pauli e as solugoes de energia negativa,
r = 3,4 serao interpretadas mais tarde.

Para obtermos as solugoes w” (p) efetuamos entao uma transformagao de Lorentz
para um sistema que se mova com velocidade —V. Usando a Eq. (LR6) e a Eq. (L8R
obtemos

w'(p) = e ¥ %W(0)

= [cosh %1 — @ - dsinh g} w"(0)

_ w p-o r
= cosh 5 [1—1— E—i—m] w"(0) (1.153)

onde se usou (notar que coshw = 7, sinhw = vf),

Y w 1Pl
tanhw = = tanh — = ———— . 1.154
anhw = |V| = — tan = Fim (1.154)

Se notarmos que
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a w"(0) = —=97°w"(0) = —&,7 w™(0) (1.155)

w'(0) = 77" w"(0) = &9 "w"(0) (1.156)

podemos finalmente escrever

v/ coshw/2 .
onde
E+m
h— = 1.1
cos 5 o (1.158)

Notar que o fator |/5- na Eq. (II58) cancela com o v2m em w"(0).

A forma explicita da Eq. (LI57) permite mostrar as seguintes relagoes impor-
tantes (ver Problema [[.22)

(p—em)uw"(p) =0 @ (p)(p—em)=0 (1.159)
_’"(@w’"(ﬁ) = 2m O,prg, (1.160)
Zar (P)W5(P) = 2m Sap (1.161)
wt (e,P)w"” (6,P) = 2E 6,00 (1.162)

Para mostrar estas relagoes é conveniente ter uma forma explicita para w'(p) que
pode ser obtida a partir da Eq. (LI57) e da relagao

Oyt =4 (1.163)

que resulta da prépria definicao e da hermiticidade de @ e 8. Obtemos

1
rt .t 0
w =w""(0 +m)—— 1.164
NN (1.164)
ou para W' (p)
1

w (p) =w"(0)(e,.p +m) (1.165)

V2mVE +m

Convém notar que w"(p)w”(p) é um escalar que na nossa normalizagao vale 2m
enquanto que w' (P)w"(p) = 2F se transforma como a componente temporal dum
4-vetor o que estd de acordo com a interpretacdo de p = 1) como a densidade
de probabilidade. O facto que é W e ndo w' que intervém na relacio de fecho,
Eq. (II61), deve-se a ndo unitariedade das transformagoes de Lorentz.
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Exemplo 1.1 Mostrar a relagio Eq. (1.161).

Comecemos por notar que, usando as Eqs. (1.157) e (Eq. [L163) podemos
escrever

1 1

wa @YD) = o Em

(&rh+ M) go (Erp +m) 55 w5, (0)0 (0).  (1.166)

Calculando agora separadamente, para r = 1,2,

, 1000
., 0100 144"
> wl, 0y} (0) = 2m 000 0 :2m< 5 ) (1.167)
r=1 o B’
0000 o'
e portanto
ST = ) (255 )
a B -
— E+m 2 B
= (ﬁ+m)aﬁ (1.168)
e para r = 3,4,
y 00 0 O
e 00 0 O 1—~°
Zwa,(O)wﬁ,(O):2m 00 -1 0 :—2m< 5 ) (1.169)
r= OCIBI
’ 00 0 -1],,
e portanto
- r —r 1 1_70
ST = g () (5 ) (pm)
r=3 af
= (p-— m)aﬁ (1.170)

Combinando Eq. (L168) com a Eq. (I.170) obtemos entdo a Eq. (I161).

1.6.2 O spin das solucoes de onda plana
Consideremos agora as solugoes de onda plana. Entao

1

14 g 1
W, = —Ze} Epvpe0 PP’ = —175[%,36] Er (1.171)

onde se usou a relagao

Epvap O-aﬁ =—2 Ouw V5 = 75 |:7/u ’YV:| (1172)
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No referencial préprio p* = (m,0,0,0) e portanto,

Woo1s
wl=0 — =Yg (1.173)
m 2
onde ¥ coincide com a definicoes das Eqs. (IL81) e (LI24). Calculando W2 é fAcil
de ver que os valores proprios para a equacao de Dirac sao
2 3 5
W = —™ (1.174)
o que confirma que s = 3, tendo em conta a Eq. (LI4I). Se introduzirmos um
4-vetor para descrever o spin s* que verificall s#s, = —1 e p,s* = 0 o operador de
spin numa dire¢ao arbitraria serd (ver Problema [[.42)

W s 1
— - 1.1

Usando este operador e escolhendo s* = (0,0,0, 1) no referencial préprio é facil de
ver que w"(0) sao os estados préprios com valor +1/2 segundo o eixo dos zz (+1/2
parar = 1,4 e —1/2 para r = 2,3). De facto, no referencial préprio temos

]_ 1 3 ]_ 0 1 0 03
%75515& = 7BV =75 [1 0] [_0_3 0

m

1
2

(1.176)

I
1
N[
© 9
w
I
Nl= O
S
w
—_ 1
I
|
N[
I
N[

1
L 2 J

E convencional introduzir aqui a seguinte notagao. Designamos por u(p, s) uma
solugao de energia positiva de momento p, e spin s*. Satisfaz as equacoes

(P —m)u(p,s) =0 (1.177)

S5 u(p, s) = u(p, s) (1.178)

onde a Eq. (LI78) é no referencial préprio. De modo semelhante designamos por
v(p, s) uma solugao de energia negativa que satisfaz

(P +m)v(p,s) =0 (1.179)

"Basta ver que no referencial préprio s* = (0, 5) e p* = (m, 6)
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e que no referencial proprio tem spin —s, isto é

S5 u(p,s) = —v(p,s)

Com estas defini¢oes temos

w'(p) = ulp,s)
W) = ulp-s.)
w'(@) = v(p,—s.)
w'(p) = v(p.s.)
onde s# é um 4-vetor que no referencial préprio toma a forma

st =(0,0,0,1)

E facil de verificar que as expressoes explicitas para u(p, s) e v(p,s) sao
Mﬁ]
wiX(8)

M@QZvE+WIMWM_$

u(p,s) =vVE+m

X(—5)
onde x(s) é um spinor de Pauli. Por exemplo

- A

E+m

ﬁﬁ Dbz
wx(d) ~ Fm

v, ) =VE+m | =VE+m| | =uwi(p)
x({) 0

L 1 -

onde p_ = p; — ipy.

1.6.3 Projetores de energia-momento e spin

A partir da equagao de Dirac

(p—m) u(p,s) =0, (P+m)uv(p,s)=0

é facil de ver que

(1.180)

(1.181)
(1.182)
(1.183)

(1.184)

(1.185)

(1.186)

(1.187)

(1.188)

(1.189)
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tp+m
A+ = 1.190
(=" (1.190)
sao projetores para as solugoes de energia positiva e negativa, respetivamente. Sa-

tisfazem as relagoes

A2 = Ay
A_|_A_ - A_A+ — 0 (1191)
A+ —|— A_ — 1

Para o spin apliquemos a Eq. (LI75]) aos spinor u(p, p) e v(p, s). Obtemos

W s
m

wp) = - shb ulps) = J5h ulpes)

op) =~ o) = 556 0(p, ) (1.192)

onde se usou a Eq. (LI8Y). Atendendo a que (75£)(754) = 1 é facil de ver que o
projetor de spin deverd ser

Pls) = +275’é (1.193)

Podemos verificar que P%(s) = P(s), P(s)P(—s) = 0 e P(s) + P(—s) = 1. E ainda
facil de ver que no referencial em que a particula estd em repouso temos

11— VSléz _ 1 +7573

P(—s.,) =
(—s:) 5 5
0000
1— %340 0100
- 2 o010 (1.194)
0000
pelo que
0000
1— %30 0100
_ 3 _ 3 _ 3
P(—=s,)w’(0) = 5 w”(0) 0010 w’(0) (1.195)
0000
= w*(0) (1.196)

Isto justifica a identificacio de w?(p) com v(p, —s.).
Os projetores AL(p) e P(+£s) desempenham um papel muito importante em
desenvolver meios de calculo eficazes sem recurso as formas explicitas dos spinores.
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1.6.4 Grupos de onda

Como a equagao de Dirac é linear, solugoes localizadas da equagao podem ser obtidas
como sobreposicao das solucoes de onda plana. Vamos estudar estas sobreposicoes.

Comecemos por formar um grupo de onda com solugoes de energia positiva,
somente. Entao

) (z) = /dgp 1pr, (1.197)

onde os fatores foram escolhidos para tornarem a normalizacao simples. Obtemos

[awiei@ = / ( ) 3 80 o )

dp 1
= Z| p.s (1.198)

onde se usaram as condigoes de normalizacao, Eq. (LI62). Notar que com a nossa

escolha o fator % ¢é invariante de Lorentz.

Podemos agora calcular a densidade de corrente associada a este grupo de onda

ﬂ+) = /dglvl?b('i'ﬁd’w('f‘) — /d3x@(+),7¢(+)
d3 1 i * N =
- / (27rp3 <ﬁ) > b (. s)bp. s)ulp, s)Fulp,s)  (1.199)

Para prosseguir convém introduzir a decomposi¢ao de Gordon (ver Problema [I.28))

1 o
Ui (p1, $1)7"ua(pz, s2) = ﬁﬂl(pl) [(pl + po)* +ic™ (py —pg)y] uy(p2)  (1.200)
Entao
a(p, s')Fu(p, s) = 2 Oy (1.201)
e portanto

- Pp 1 p
= /%)3%52“’@’5)'2

P
= — 1.202
<5 (1.202)
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onde a Eq. (L202) resulta da Eq. (LI98)). Mas < £ > é a velocidade de grupo pelo

que obtemos o resultado familiar em mecanica quantlca nao relativista. Ha contudo

uma inconsisténcia em considerar unicamente as solucoes de energia positiva. Por

exemplo, se localizarmos um eletrao em ¢ = 0, entao com o decorrer do tempo sao

necessarias as solugoes de energia negativa para o descrever (ver Problema [[.29]). O

conjunto completo de solugoes inclui as solugoes de energia positiva e negativa.
Seja entao

P(z) = / (%3% > [b(p, s)u(p, s)e™ % + d*(p, s)v(p, s)em] (1.203)

Um calculo simples da para a probabilidade

J*

€ para a corrente

dpl

[|b<p, S+ 1d(p, 5)P] =1 (1.204)

k
= oo = [ S8 {Z [bp.5)F + 1o, )]
+iy (5, 8)d" (p, 5)* (P, )0 v (p, 5)

—Zpr, p, s)e 2 E%(p, s)o*Ou(p, )} (1.205)

onde p = (p°, —p). Vemos que para além do termo da velocidade de grupo ha termos
cruzados entre as solugoes de energia positiva e negativa que oscilam rapidamente
com frequéncias > 2 x 10% HA. Estas oscilagoes sao proporcionais as amplitudes
das solugoes de energia negativa no grupo de ondas. Serao importantes se estas
amplitudes forem grandes. Do Problema pode-se ver que isso é verdade se
quisermos ter eletrées localizados em dimensoes da ordem do seu comprimento de
Compton A\, = + ~ 4 x 107! em. Isto quer dizer que a interpretacao em termos
de fungoes de onda comeca a ter problemas quando queremos descrever fenémenos
a esta escala (ver Problema [[.30).

1.7 Antiparticulas

Apesar de todos os sucessos da equacao de Dirac descritas anteriormente o problema
das solugoes com energia negativa continua por resolver. Este problema nao é um

8Temos w = 2F > 2m ~ 1 MeV = 1.5 x 102! 1.
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problema académico, pois é preciso explicar porque é que os eletroes nos atomos nao
efetuam transicao para estados de energia negativa. Por exemplo um calculo simples
da para o eletrao, no estado fundamental do hidrogénio, uma taxa de transicao de
10® s™! para decair no intervalo [—mc?, —2mc?]

1.7.1 A teoria dos buracos de Dirac.

Foi Dirac quem primeiro forneceu um tratamento consistente das solugoes de energia
negativa. O argumento de Dirac s6 funciona para fermioes pois faz uso do Principio
de Ezxclusao de Pauli. Assim para Dirac o vdcuo da teoria é constituido por todos os
estados de energia negativa preenchidas. Devido ao principio de exclusao de Pauli
um eletrao com energia £ > 0 nao pode entao efetuar uma transicao para um estado
de energia negativa, explicando a estabilidade dos atomos. Claro que o vacuo tem
energia e momento infinitos mas fisicamente s6 medimos diferencas em relagao ao
vacuo e essas serao finitas.

A principal consequéncia desta interpretacao é a existéncia de antiparticulas,
neste caso o positrao. Consideremos que o vacuo tem uma lacuna ou buraco. Isto
quer dizer a auséncia dum eletrao de energia —F e carga —|e|. Mas isto pode ser
igualmente interpretado como presen¢a duma particula de carga +|e| a energia posi-
tiva +F, isto é, o positrao. Assim a producao dum par eletrao-positrao é explicada
esquematicamente na Figura [L]

v—e et e"et — vy
EA : EA . FE A :

D C— ———

me |- —e—— me b ———— Y me f————y Y

Tl T

—Me |- —o—o—o— —Me - —O0—eo—eo— —Me - —O0—eo—o—
——o—o— ——o—o— ——o—o—
—_————eo— ——eo—o— ——e—o—
——o—o— ——o—o— ——o—o—
—_————eo— ——eo—o— ——e—o—

Figura 1.1: Esquema do mar de Dirac. Producao e aniquilagao de pares.

Isto é, um eletrao é excitado dum estado de energia negativa deixando atras de
si uma lacuna no mar de Dirac. Como esta lacuna corresponde a um positrao ficou
criado um par eTe™. Igualmente a aniquilacao eletrao-positrao pode ser interpretada
como um eletrao com F > 0 que faz uma transicao para um estado com E < 0 que
estava livre (positrao ) desaparecendo portanto o eletrdo e o positrao, conforme
indicado na Figura [I1]

Com a teoria dos buracos abandonamos a interpretacao em termos de funcoes
de onda de uma particula para passar a ser uma explicacao em termo de muitas
particulas. Sé o formalismo da segunda quantificagdo, com os seus operadores de
criacao e destruicao permitira fazer uma descricao consistente desta teoria de muitas
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particulas. Essa explicagdao, como veremos, também se aplicard aos bosoes, o que a
este nivel nao é possivel de explicar por nao satisfazerem ao principio de exclusao
de Pauli. Contudo a interpretacao de Dirac teve um papel determinante no desen-
volvimento da teoria e a descoberta experimental das antiparticulas foi um grande
SUCESSO0.

1.7.2 A interpretagao de Feynman-Stiickelberg

A interpretacao moderna das solucoes de energia negativa foi desenvolvida por
Stiickelberg e Feynman no contexto de teoria quantica dos campos. As particulas de
energia negativa (E < 0) s@o interpretadas como particulas de energia negativa que
se propagam para tras no tempo. Estas particulas de energia negativa correspondem
a antiparticulas de energia positiva que se propagam para o futuro. A dependéncia
no tempo das fungdes de onda nao vira alterada por esta dupla transformacgao,
E— —Fet— —t, isto é

e iBt = emi(=B)(=1) (1.206)

Para ilustrar esta ideia consideremos os diagrama da Fig[l.2l No diagrama da es-

e (E>0) e (E>0)

e (E < 0) et (E > 0)

Figura 1.2: Equivaléncia entre eletroes de energia negativa e positroes de energia
positiva.

querda um eletrao de energia E emite um fotao de energia 2F e para conservar
energia um eletrao de energia —FE. Sendo uma solugao de energia negativa propaga-
se para tras no tempo. Na interpretagao de Feynman-Stiickelberg, no diagrama da
direita, um positrao de energia E > 0 aniquila-se com um eletrao de energia £ > 0
para produzir um fotao de energia 2F. Nesta interpretagao tanto a particula como
a antiparticula se propagam para o futuro. Notar no entanto que nos diagramas de
Feynman as antiparticulas sao desenhadas com a seta para tras no tempo, como no
diagrama do lado esquerdo. Voltaremos a esta questao no proximo capitulo.

1.7.3 Operadores e os spinores das antiparticulas

H&a um detalhe subtil, mas importante, quando descrevemos as antiparticulas por
spinores v(p) em termos dos momentos fisicos, isto é,

Y = v(E, p)elEtro) (1.207)
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onde E e p'sao a energia e momento reais do positrao (antiparticula). A aplicagao
dos operadores de energia e momento dao

0 . = .
Hiy = za—f =—Ey, popp =—iVip = —pip (1.208)
O sinal menos provém do facto que os spinores v nao deixam de ser os estados de
energia negativa das solucoes da equacao de Dirac. Isto quer dizer que os operadores

que dao a energia e momento fisicos nos spinores v sao

a —
HY = —i—  p%) =iV (1.209)
ot
Uma consequéncia desta substitui¢ao (E,p) — (—E, —p) é que o momento angular
também muda de sinal,
L=7xp— —L (1.210)
Para que o comutador [Hp, L+ §] seja nulo mantendo-se a conservagao do momento
angular total, entao o operador de spin nos spinores v também tem de inverter o
sinal,
S =_g§ (1.211)
Em termos da explicacao de Dirac, isto significa que a auséncia dum eletrao de
energia negativa e spin up é equivalente a um positrao com energia positiva e spin
down. FEste mesmo resultado levou a identificacdo da Eq. (ILI80) (ver também as

Eqgs. (LI73) e (II8Y) ).

1.7.4 Conjugacao de carga

Da teoria dos buracos emerge assim numa nova simetria de natureza: para cada
particula existe uma antiparticula. Esta simetria designa-se por conjugacao de carga.
Vejamos como a podemos definir. Para isso temos de definir a interacao entre
eletroes, positroes e fotoes. Como veremos na secgao [LI0, a interacao é definida
pela chamada prescricao minima em que,

Pt — A = 0" — 0" — g A" (1.212)

onde usdmos ¢. para o eletrao (ver convengoes na Eq. (L324])). De acordo com a
teoria dos buracos devemos ter uma correspondéncia univoca entre as solugoes de
energia negativa da equacao de Dirac para os eletroes

(1) = geA—m)Y =0 (1.213)

e as solucoes de energia positiva da equacao de Dirac para os positroes,

(i@ + geA—m)pe =0 (1.214)
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onde 1), é a funcao de onda para o positrao. Para encontrar a relacao observemos
que o sinal relativo entre i@ e g.Aé o contrario nas duas equagoes. Isso leva-nos a
considerar o complexo conjugado da Eq. (L2I3)). Obtemos

(—iy" O — g™ Ay —m)p* =0 (1.215)
Usando agora vTy* = @T e YTy 0T = A4#T obtemos

[T (+i8, + g Au) —m] &' =0 (1.216)

Se encontrarmos uma matriz C', nao singular, tal que
CA*TOt = —4# (1.217)
podemos entao identificar (a menos duma fase que tomamos igual a 1)

Ye=CP' (1.218)

Que existe uma matriz C verificando a Eq. (L2IT) pode ser demonstrado construindo
um exemplo especifico. Na representacao de Dirac é

C=iyy’=-C'=-Cl=-0" (1.219)
ou mais explicitamente
0 0 0 -1
- 0 —toy) (O O 1 O
¢= (—iag 0 ) 10 =10 0 (1.220)
1 0 0 O

E instrutivo ver como é que a Eq. (L2I§]) relaciona as solugdes de energia negativa
com as fungoes de onda do positrao. Consideremos um eletrao de energia negativa
em repouso com spin para baixo. Entao

=N et (1.221)

_— o O O

onde N é uma renormalizagao. Aplicando a Eq. (LZI8) obtemos

o O =

. =N e~ (1.222)

e}

isto é, um positrao de energia positiva e spin para cima. Portanto a auséncia dum
eletrao de spin | e energia negativa corresponde a presen¢a dum positrao de energia
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positiva e spin 1. Foi este facto que nos levou a identificar v (p,1) com w? (p) e
v (p, ) com w’ (p).
Consideremos agora uma funcao de onda com spin e momento arbitrarios, .

Entao (recordar que e = £1 para os estados de energia positiva (negativa), respeti-
vamente),

2m

o= <5]ﬁ+m) (1 +275r§> o (1.223)

e = CP =0y
B ep+m\* (1+v4\" .
- o () (55) v
- E]éT‘l-m 1_75léT 1%
- o) (=)

(—536 + m) (1 +275f>‘) " (1.224)

2m

onde se usou [C, 5] =0 e v =5 = 7Z. Vemos que 1), ¢ descrito pelos mesmos p*
e s mas o sinal da energia mudou. Notar que embora s* seja o mesmo, o spin é
invertido como vimos na Eq. ([L222). Isto deve-se ao facto de o projetor de spin no
referencial proprio ter a forma HVTOE'; e a mudanca de sinal vem da matriz 4°. Em
termos de spinores para a particula livre temos

v(p,s) = *Pu(p, s)

ulp,s) = /P (p, s) (1.225)

o que mostra que, a parte duma fase, u(p, s) e v(p, s) sdo spinores conjugadas de
carga.

A conjugacao de carga, forma conjuntamente com a paridade e a inversao no
tempo, um conjunto de simetrias discretas muito importantes para a caracterizagao
das particulas e suas interacoes. Para um estudo mais aprofundado em teoria
quantica dos campos ver [I1].
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1.8 Spin e helicidade

Para particulas no referencial préprio, os spinores u((FE,0),s) e v((E,(j),s), sa0
estados proprios do operador S,

1 0 0 0

110 -1 0 0
SZ—§ 00 1 0 (1.226)

0 0 0 -1

Isto deixa de ser verdade quando p # 0. No entanto, para o caso particular do
momento linear ser segundo o eixo dos z, essa situacao ainda se mantém. De facto

se p= +|ple., obtemos das Eqs. (II306) e (LIST),

1 0 0 ]
E+m
0 1 Flol 0
UT:N +|51 ,’ui:N 0 ,UT:N Egm ,UizN 1 R (1227)
E+m
0 S 1 0
e obtemos
— 1 —
Seur(B, £[ple:) = + Jur(E, £[ples)
" 1 "
Seuy(B, £[P16:) = — Fuy(E, £[plé:)
— — 1 —
S (E, +|ple.) = — S.vy(E, £|ple.) = +5on(E, £[plE:)
1
SWy (B, £|ple.) = — S.u (B, £|ple.) = — 5B, £ [pIe) . (1.228)

Portanto para uma particula com momento p'= (0,0, £[p]) os spinores us, vy corres-
pondem a spin up e os spinores u|,v; a spin down, conforme indicado na Fig. [.3]

—_— e —) —_— e )

ur uy, v Yy up uy vr vy
> >

Figura 1.3: Spinores e spins para movimento segundo =£é,.

1.8.1 Helicidade

As propriedades dos spinores para movimento segundo o eixo dos z descritas acima
nao sao particularmente tteis nas aplicagoes, pois nem as particulas resultantes das
colisoes vao segundo o eixo dos z, nem as solucoes anteriores fornecem uma base
em que expandir os estados pois [Hp, S,] # 0, e portanto nao é possivel definir uma
base simultanea de Hp e S.,.
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A base malis conveniente leva-nos ao conceito de helicidade. A helicidade é
definida como a projecao do spin na direcao do movimento, isto é

—

g 1%.p

"STH TR

(1.229)

E f4cil de mostrar que [H R ]5’} = 0 (ver Problemal[l.44]), e que portanto h comuta

com o Hamiltoniano livre de Dirac. Como o spin medido segundo qualquer eixo esté

quantizado e s6 pode tomar os valores :t%, os valores proprios da helicidade sao

: 1 . _ 1
também +3. Designamos estes estados por T ou RH para h = +3 e | ou LR para

h = —%, conforme indicado na Fig. [[L4. Notar que o conceito de helicidade nao é

Figura 1.4: Estados préprios da helicidade para spin 1/2.

invariante de Lorentz pois, para particulas com massa, é sempre possivel ir para um
referencial onde se muda o sentido do momento. Ja o conceito de quiralidade que,
como veremos, estd relacionado é invariante de Lorentz. Preferimos a notacao 1, ,
para nao confundir com os estados préprios da quiralidade que veremos depois.

1.8.2 Spinores de helicidade

Para as aplicacoes é 1til ter uma representacao explicita dos spinores de helicidade.
Comecemos pelos spinores u para as solucoes de energia positiva. Queremos resolver
a equacao aos valores proprios,

hu= \u. (1.230)

Podemos escrever esta equagao na forma
1 o- ﬁ 0 uA uA
— . =A , 1.231
i o o L) = L (230

(G- Plua =2|plAug, (- plug = 2|p| ugp. (1.232)

Usando agora (7 - p)* = |p]?, obtemos,

donde resulta

|p1ua = 2|pIA(G - P)ua = 4|plPus?, (1.233)
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donde resulta A = +1/2 como era de esperar. Vamos agora encontrar os vetores
préprios correspondentes a estes valores proprios. Basta encontrar u, pois usando
a equagao de Dirac, (p —m)u = 0 obtemos,

(5 . @UA = (E + m)uB s (1234)
e usando agora a Eq. (L232)) obtemos
1]
=2\ . 1.235
up = 23 (1.235)
Para encontrar u, escrevemos
P =|p|n, @ = (sinfcose,sinfsin @, cosh), (1.236)

e entdo encontrar os valores préprios da Eq. (L232), é equivalente a encontrar os

valores proprios de
cosf

o-n=| .
sin fe'?

Este é um problema bem conhecido do spin em mecanica quantica nao relativista

com o resultado,
CoS (g) —sin (g)
10) tay =

e Lm<2> cos (4) ¢ ] |

onde os vetores estao normalizados e escolhemos as fases globais de tal forma que no
limite # — 0 recuperamos os resultados da Eq. (.227). Pondo tudo junto obtemos
para os spinores u,

Cs(l) '

sin (%) e

sin fe
. (1.237)

—cos

(1.238)

—sn()

cos(z) i

uy=vE+m E‘ﬁ] cos (9) ,u,=vVE+m E"ﬂ sin (9) (1.239)
+m +m
E@m sin (2) Zd) _E‘flm COS( ) Zd)

Os estados préprios de v obtém-se de forma idéntica, nao esquecendo que S =
—S, e portanto

Y5
S = g (1.240)
O resultado final é
[ prasin(5) ] [ cos () ]
L g (2) et L iy (2
v=vVE+m E*fsm ((;)) v, =VE+m E+mcos ((92)) (1.241)
2
cos (g) et sin (2) i

Quando estudarmos as colisoes em QED, voltaremos a este assunto e mostraremos
a sua utilidade nas aplicacoes.
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1.9 Particulas de spin 1/2 sem massa

Na nossa descricao que fizemos da equacao de Dirac consideramos sempre o caso
de fermides com massa. Existem contudo na natureza particulas de spin 1/2 com
uma massa muito pequena, os neutrinos. De facto, as suas massas sao inferiores a
1 eV e em muitas aplicagoes é uma muito boa aproximacao considera-los sem massa.
Além disso, a massa do eletrao é m, = 0.511 MeV o que é muito inferior as energias
tipicas das colisdes nos aceleradores hoje em dia em operacao. Assim deverd ser em
muito casos, também uma boa aproximacao desprezar a massa do eletrao. Por esta
razao € importante estudar o caso sem massa.

1.9.1 Descricao em termos de 2-spinores: Equacao de Weyl

Para o caso de massa nula, a equacao de Dirac escreve-se

Oy

11— =
ot

Vemos assim que a matriz 8 desaparece do problema. Isto tem uma consequéncia
importante sobre a dimensao minima do espaco dos spinores. De facto a algebra

—id - Vi (1.242)

a'a? +alat = 26" (1.243)

pode ser verificada por matrizes 2 x 2, por exemplo, as matrizes de Pauli. Existem
duas escolhas possiveis

d = +5 (1.244)

Para ver a que correspondem, consideremos solugoes da Eq. (L242]) por ondas planas,
isto é

= x(p,s)e (1.245)
Obtemos entao da Eq. (T242)

onde os sinais + correspondem aos sinais da Eq. ([L244).
Consideremos primeiro o caso a = +4. Na representagao usual para as matrizes
de Pauli e tomando o eixo positivo dos zz segundo p a solugao da Eq. ([.246) ¢

x(p,+) = [ (1] ] (1.247)

e obtemos (| p'|= E),
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5.7

mx(p, +) = +x(p, +) (1.248)
Vemos assim que esta solugao corresponde a particulas sem massa com helicidade
positivaE’] (polarizagao circular direita). Se escolhermos & = —& temos

0
X =) =14 (1.249)

e

a.p

mx(p, =) =—x(p,-) (1.250)

Esta solugao corresponde a helicidade negativa (polarizagao circular esquerda). Os
neutrinos observados na Natureza correspondem a esta segunda escolha.

1.9.2 Descricao em termos de 4-spinores

Embora a descricao em termos de spinores a 2 componentes seja suficiente para
fermides sem massa@, em muitas aplicacoes é conveniente uma descri¢ao em termos
de spinores de 4 componentes. Para se estudar melhor a relagao entre os spinores a
2 e 4 componentes é conveniente escolher a representacdo quiral para as matrizes v:

= (g _05)  B=1"= (_01 _01) 1= ((1) _01) (1.251)

Se escrevermos

| x(+)
b = { ) } (1.252)
obtemos
0 T
SX(H) = i Vx4~ mx(-)
o) = i () —mx(H) (1.253)

Vemos que as duas equagoes estao acopladas pelo termo da massa. No limite
em que m — 0 as duas equagoes desacoplam, dando origem a equacao de Weyl,
Eq. (L242), para os dois casos @ = +4. Notemos ainda que

90 operador 77 ¢ definido como a helicidade. Os seus valores proprios sao +1.
10A Eq. (L242) foi discutida para particulas sem massa por Weyl.
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onde

Vs (E) = £ (+)

(1.254)

(1.255)

v =X eo= ]

mostrando que a quiralidade iguala a helicidade (é oposta para solugoes de energia
negativa).
1.9.3 Relacao entre quiralidade e helicidade com m =0

Vamos ver em mais detalhe a relagao entre quiralidade e helicidade, mas usando
agora a representacao de Dirac. Nesta representacao

0 1 171 1 1 -1
75_{1 0] — PR_§[1 1] ) PL_§{—1 1]

Consideremos agora os spinores de helicidade, Eqs. (IL.239) e (L241)), no limite
m — 0. Obtemos

(1.256)

[ cos (g) —sin (g) i
(0 g 0\ io
sin (%) e cos (5)e
uy = VE (2)9 ,u, =VE .(29 : (1.257)
cos (%) sin (%)
[sin (%) € —cos (4) €'
’ [ sin(8) ] [ cos (%) ]
2 2
—cos (&) e sin (%) €'
vy =VE ey |,u=VE o (1.258)
— S1n (5) COS (5)
cos (£) e sin (£) e’
Usando as Eqgs. (IL250), (I257) e (I.258) podemos mostrar facilmente que
PRuT =up PLuT =0 ; PRUJ, =0 ; PL’UJi =1uy (1259)
PR'UT =0 ; PL'UT =v PR'UJ, =v PL'UJ, =0 (1260)
o que pode ser resumido na forma seguinte
Particula = Helicidade = Quiralidade (1.261)
Antiparticula = Helicidade = — Quiralidade (1.262)
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1.9.4 Relagao entre quiralidade e helicidade com m # 0

Consideremos agora o caso com m # (0 mas m < F. Entao podemos escrever,

c
set®

wp =N (1.263)
ne

nse'®

onde para simplificar definimos

c:cos<g),s:sin<g>,n: 7 , N=vVE+m (1.264)

2 E+m

Obtemos entao

c c
1 se| 1 E+m se'?
Pruy = =(1+ )N = —(1+mn) VE (1.265)
2 ¢ 2 E ¢
se'? se'®
N—_— —
UR
e
c c
1 se'? 1 E+m se'?
Prur = =(1—n)N =—(1-1n) VE (1.266)
2 —c 2 E —c
—se'? —se'?
N—_—— ——
ur,
onde up s, sao estados proprios da quiralidade, satisfazendo
VsUR = UR , YsUL = —UL (1.267)

Podemos portanto escrever os spinores de helicidade em termos dos estados proprios
de quiralidade,

Uy = (PR + PL)UT (1268)

E+m +1(1 ) E+m
u — —_
g ‘BT E

_ %(1 +) uL (1.269)

Se m < E temos que

De forma semelhante se podia fazer a identificacao para os outros casos.
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1.10 Acoplamento eletromagnético

A interacao com o campo eletromagnético é obtida através da chamada prescricao
minima, que consiste na substituicao

' — pt — qA (1.271)
para uma particula de carga ¢ (para o eletrao ¢. = —e < 0). Fazendo a transcrigao
quantica dos operadores temos

0y, — 0, +1iqA, . (1.272)

Esta relagao tem origem no formalismo Lagrangiano, tanto para a particula nao
relativista como em Teoria de Campo. Nos Complementos e [[7 fazemos uma
revisao deste assunto para esses casos.

A equacao de Dirac em interacao com o campo eletromagnético escreve-se por-
tanto

(70 — 47" Ay — m) () = 0 (1.273)

Voltando a forma inicial de Dirac, separando as derivadas em ordem ao tempo e ao
espago obtemos a generalizagao da Eq. (L34]),

z%—lf = |—id- (ﬁ — iqeff) + Bm + quO] v

= (Ho+ H)Y (1.274)
onde

~ (1.275)
H' =—qd A+ qA°
Notar a analogia de H' com a expressao classica para a energia de interacao

, U
z s = —qe —

1
classica c

A+ eA (1.276)
o que indica a correspondéncia

Upp = €O . (1.277)

Esta correspondéncia é também clara da expressdo para a corrente (ver também

Problema [[.32).
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1.11 Limite nao relativista da equacao de Dirac

1.11.1 Particula livre

Para vermos qual o limite nao relativista da equacao de Dirac comecemos pelo caso
da particula livre. Se definirmos

w:(?) (1.278)

onde x e ¢ sao spinores de Pauli (2 componentes) e usarmos a representagao de
Dirac para @ e 3 obtemos o seguinte par de equagoes acopladas para os spinores x

e Q.

1% = —ig - i+ mp
o ) (1.279)
ige = —id - Vg —my

No limite nao relativista £ —m < m pelo que fazemos a substituicao

( ? ) = ¢mimt ( v ) . (1.280)
X X
Substituindo a Eq. (L.280) na Eq. (L279) obtemos
z%—f — —id-Vyx
(1.281)

.0 -
Z8_>t< = —10 - Vo — 2my

Como y varia devagar com o tempo a segunda equacao € resolvida, aproximada-
mente por

-V o-p
2m

X~ —1i p L P (1.282)

Substituindo na primeira equagao obtemos

Oy V2
Yot T To2m”

que é a equacao de Schrodinger para a particula livre. Assim, no limite nao relati-
vista as grandes componentes ¢ obedecem a equacao nao relativista e as pequenas
componentes sao desprezadas. Notar que desprezar y corresponde também a des-
prezar as solucoes de energia negativa. Dal o facto de elas nunca terem surgido em
mecanica quantica nao relativista.

(1.283)
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1.11.2 Equacao de Pauli

Estamos agora interessados no acoplamento ao campo eletromagnético. Para isso
fazemos a substituicao da Eq. (L2TT]) que se escreve mais explicitamente

—iV — 7= —iV — ¢.A

1.284)
. 0 . 0 0 (
igp — igp — q.A
Entao com a separacao da Eq. (L278) obtemos em vez da Eq. (T28]1)
i% =57yt q. A%
(1.285)

i%z&-ﬁ@+quox—2mx

onde se usou a Eq. (I.280). Admitindo que os campos eletrostéticos sao fracos (isto
¢ . A° < 2 m ou seja, 13.6 eV < 1 MeV) obtemos,

=

_oT 1.2
X =5 (1.286)

e portanto obtemos para as grandes componentes
Oy (¢ -7)(d-7)
= | —————=

ot 2m

Para vermos o significado desta equagao notemos que (ver Problema [[33))

+ quO} © . (1.287)

G -7)F-7)=7 "—qd B (1.288)

Entao

i — 7 -B+4¢A% ¢ (1.289)

2m 2m

Dp _ [(ﬁ—qeff)? g

que é reconhecida como a equacao de Pauli para o eletrao. Pondo os fatores h e ¢
obtemos

qeh
2mc

Hpag = ¢-B=—ji-B (1.290)

com

L qh 5 e \ hd

r= 2mcg N <2mc) 2
o que mostra que o fator giromagnético é g = 2. O ser capaz de prever o valor correto
para g, foi um dos maiores sucessos da teoria de Dirac. Notar que na equacao nao
relativista de Pauli o fator g tinha sido obtido experimentalmente. De facto, como
veremos, QED permitird calcular corregoes a este resultado. Se definirmos

(1.291)
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—2
a= gT (1.292)
a situacao atual é tao precisa [12,[13] que se define
a = af = (115965218073 + 28) x 10~ (1.293)

usando esta definicao para determinar a constante de estrutura fina. A situacao
para o muao [I4] apresenta alguma discrepancia ao nivel de 2. No entanto ainda
nao é claro se é uma flutuagao estatistica, ou algo de novo. Os resultados sao

e

al* = (116591841 4 81) x 107" (1.294)
at™ = (116592080 £ 58) x 107" (1.295)

A comparacao entre a teoria e experiéncia pode ser observada na Fig. [I.5l

HMNT [2'e inclusive) +——e—FA

DEHZ (e'e exclusive) ———i |
DEHZ (t) —=t—;
ENL-E821 -

I

:

R T = Bl P SRR LPLE s B B e il 1 NERRES B

1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000 2100 2200
a,- 116590000 (107)

Figura 1.5: Comparagao entre a teoria e experiéncia para o momento magnético
anémalo do muao. Fonte: M. Davier and W. Marciano, Annu. Rev. Nucl. Part.
Sci. 2004. 54:115

—

Para o caso importante dum campo magnético uniforme, B = V x A e A =
183 =
3B x 7, a Eq. (I.289) reduz-se a

2

aQO_ p Qe 3
in = |35 (L+25)-B|¢ (1.296)

onde L=rxpesS = %5. Mais uma vez podemos ver o fator g = 2 para o spin do
eletrao.
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Complements

Complement 1.1 Definicao de grupo

Embora nao seja um tépico fundamental nesta disciplina introdutéria, facgamos uma pe-
quena digressao sobre grupos apresentando a definicdo e dando um exemplo simples. Con-
sideremos um conjunto

C ={a,b,c,...} (1.297)

e uma operacao que designamos por x. O conjunto C, dotado da operacao x, forma um
grupo se:

1. Para Va,b € C temos axb=c € (.
2. d1eCtalque Va e Centao 1 xa=ax1=a.
3. VaeC,Ja ' talquea txa=axa"t =1.

Em Fisica tém sobretudo importancia os grupos de transformacoes
continuas (ou grupos de Lie). Vamos dar como exemplo as rotagoes
no plano zy, isto é em torno do eixo dos z.

Consideremos a rotacao indicada na Figura. Podemos escrever

! cosf sinf T
< y ) - < —sinf cos@ > < y > (1.298)

ou, numa forma matricial,

' =a(0)z
Podemos facilmente verificar as propriedades
e Identidade:

1 = a(0) = ( (1) ; ) (1.299)

e Inverso:

aL0) = a(—0) — < cosf  sinf > ( cosf —sinf > _ < (1) (1) > (1.300)

—sinf cos@ sinf cosf
e Caréacter comutativo:

a(@l)a(ﬂg) = CL(91 + 92) = a(Hg)a(Ql) (1.301)

A dltima propriedade indica que se trata dum grupo abeliano. Costuma designar-se por
0(2).
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Complement 1.2 Equacoes de Maxwell na forma covariante

No final desta seccao sobre as bases da relatividade restrita é util revermos as equagoes
fundamentais do eletromagnetismo usando um formalismo quadridimensional. Considera-
mos s6 o caso do vazio. A quantidade fundamental é o potencial vetor. A regra é sempre
que os 4-vetores contravariantes, isto é aqueles que se transformam como as coordenadas,
tém as dimensoOes e os nomes da parte espacial. Assim definimos

AP = (%, 1) (1.302)

Podemos facilmente verificar que a condigao de gauge de Lorenz [3]

V-A+ eouo% =0 (1.303)

se escreve nesta notacio (notar que egug = 1/c2),
0 A* =0 . (1.304)

O outro 4-vetor importante é a corrente J* definida por

=

JH = (cp,J) (1.305)

satisfazendo a equacgao da continuidade

%jtﬁ-f:o:auﬂ. (1.306)

Os campos eletromagnéticos fazem parte do chamado tensor de Mazwell definido por
F, =0,A, —0,A, (1.307)

Usando as relagoes usuais [3] entre os potenciais e os campos E e B, obtemos numa
conveniente representacao matricial

0 —E;/¢c —Ey/c —E./c
E./c 0 —-B, B,

mr
F Ejc B 0 B (1.308)
E.Jc -B, B 0
ou ainda )
FV = __FE' FU=_cik gk (1.309)
C

As equagoes de Maxwell ndo homogéneas (isto é com cargas e correntes) obtém-se a partir
da equacao
O F™ = o J” (1.310)

As equacoes homogéneas sao uma consequéncia do tensor F),, ser anti-simétrico. De facto,
se definirmos o tensor dual (ver Problema [L.13])
1

FH = §ewﬁFa5 (1.311)
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entao o facto do tensor de Maxwell ser anti-simétrico implica que

O F™ =0 (1.312)

o . . . > = - = 0B
e esta equagao é equivalente as equagoes homogéneas, V- B=0e V X E + e 0. Este
resultado é conhecido por identidade de Bianchi. Finalmente podemos obter facilmente
as transformacoes dos campos numa mudanca de referencial. Devemos ter em geral

F'M = gt a5 FOP (1.313)

onde os coeficientes a*, estao definidos na Eq. (L9). Consideremos o caso particular
duma transformagao de Lorentz segundo o eixo do z dada pela Eq. (ILI6). Obtemos para
o campo elétrico,

E'=—cF%=—cdas F*’ (1.314)
pelo que
E' = —calaly FO'—¢a® aly F1O = —¢ 72(1 _ 52)F01 — ¢ FY gt
E? = —¢F%=_¢ aoo a22 F2 _¢ aol a22 F12 = ol (E2 — ﬁcB?’)
BB = —¢F™ = _¢a%a®s FB — ¢ a® d®s F13:’7(E3—|-ﬁCB2)
B/l — _F/23 — —CL22 CL33 F23 — Bl (1'315)
B? — F'B—¢lyd3 F® +alyad; F13 = ~ <B2 + §E3>
B® = _F"2_ _glia2, FO2 gl 42, F12 = ~ <B3 _ éE2>
c

Estas relagoes podem ser reescritas numa forma mais compacta

| = E
E| = 7<E+ch§>L (1.316)
(]
| = B
D
B, - 7<B—EﬁxE> . (1.317)
1

Finalmente escrevemos a equacao covariante para a for¢ca de Lorentz. Para isso é conve-
niente introduzir o 4-vetor velocidade [3], u*, definido por

w = (y e B o), utu, =, pt=mut (1.318)

Para uma particula de carga ¢ movendo-se num campo eletromagnético, as equagcoes rela-

tivistas sao is de
d_]t) =q (E +7 x é) , =

= = ek -7 (1.319)



Complements 1 49

e podem ser reunidas numa sé equagao covariante,

dp*
% = qF"y, (1.320)

onde 7 = 1/t é o tempo préprio da particula.

Complement 1.3 Tensores simétricos e anti-simétricos

Na Eq. (L38]), que conduziu as relagdes anteriores, simetrizdmos o produto a‘a’. Como
este tipo de situacao val aparecer varias vezes, expliquemos um pouco mais. Tomemos
como exemplo o espago euclidiano a 3 dimensoes com métrica d;;, mas os resultados sao
independentes desta hipdtese. Seja Tj; um tensor de segunda ordem neste espaco (o
que quer dizer que se transforma como as coordenadas em cada um dos seus indices),
A;j = —Aj; um tensor anti-simétrico e S;; = Sj; um tensor simétrico. Entao

AijSij = A12S12+ A21521 + - -

= A12S12 — A12S12 + -+
— 0 (1.321)
pois é sempre possivel rearranjar os termos para se cancelarem dois a dois. Dizemos
que a contracao dum tensor simétrico com um tensor anti-simétrico € sempre nula. Por

outro lado, um tensor sem simetria definida, pode ser sempre decomposto nas suas partes
simétrica e anti-simétrica, isto é,

1 1
Ty = 5Ty +Tji) + 5 (Tyj — Tia)
= TS +Tj; (1.322)
Entao obtemos facilmente
T;Aij = TG Ay 3 TySi; =T3Sy (1.323)

Complement 1.4 Precessao de Thomas

Podemos usar a forma explicita das transformacoes de Lorentz para os spinores para
discutir a precessao de Thomas que, como se sabe, corrige por um fator de 1/2 o termo do
acoplamento spin-orbita. Recordemos o argumento da mecanica quéantica nao relativista.
A interag@o do spin S do eletrdao com um campo magnético grp, sentido no seu referencial
préprio é dada po

L= 3 _ ¢ z 3
H:—M-Brp:—%S-Brp:%S-Brp, (1.325)

1Como esta é a primeira ocasido em que aparece a carga do eletrdo, aproveitamos para fixar a
nossa notacao. Vamos designar sempre por ¢, a carga do eletrao e por, e > 0, a carga do protao.
Temos portanto,

ge=—€=Q.e<0, onde e>0,Q.=-1. (1.324)
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onde g é o famoso fator de Landé. Consideremos agora um atomo de hidrogénio num
campo exterior B. No referencial do laboratério (considerado como aquele em que o
protao estd em repouso), os campos eletromagnéticos sdo entao (e é a carga do protao)

e T

—

B, (campo exterior), E = (campo de Coulomb). (1.326)

Ameg 3’
Considerando o referencial em que o eletrao se move com velocidade instantanea ¢ como
sendo um referencial de inércia e usando as leis de transformacao para os campos eletro-
magnéticos no limite v < ¢, obtemos o campo no referencial préprio do eletrao,

- 1 5 o e = e
B,=B—-—={UxE=B+———7xU=B+———— 1.327
P 2" * dmegc?rs rev + dmegme?rs ( )
o que, depois de substituir na Eq. ([325]), d4
2

eg = = e“q G
=S B+——>---8S5-L 1.328
2m + 8megm2c?r3 ( )

O problema com esta equagao, como é bem conhecido [11[2], é que para explicar o efeito de
Zeeman devemos ter g = 2, enquanto que para explicar corretamente o desdobramento fino
o acoplamento spin-érbita da Eq. (IL328]) é o dobro do observado experimentalmente para
g = 2. Assim parecia que a explicacdo correta do efeito de Zeeman estava em contradicao
com o desdobramento fino.

Em 1926 e 1927 L. H. Thomas [I5,[16] identificou e resolveu o problema. A origem do
problema tem a ver com o facto do referencial préprio do eletrao nao ser um referencial
de inércia, pois o eletrao tem aceleracao. Isto faz com que o referencial préprio esteja
a ter um movimento de precessao, a chamada precessao de Thomas. Como veremos na
seccao[A Il a equacao de Dirac prevé o acoplamento spin-6rbita correto, mas podemos usar
as transformacgoes de Lorentz para spinores para compreender o argumento de Thomas.
O efeito estd relacionado com o facto de que duas transformagoes de Lorentz em direcoes
diferentes serem equivalentes a uma rotacao e a uma transformacao de Lorentz. E esta
rotacao no referencial proprio do eletrao que causa a precessao de Thomas.

Seja |0) o spinor do eletrao no seu referencial préprio (isto é onde ¥ = 0). Se quisermos
representar o eletrao num referencial em que ele se move com velocidade 5 = ¥/c, devemos
ter,

13) = su=A10) (1.329)
onde Sy ( q) ¢é dada pela Eq. (L88)), isto é,
Si(B) = cosh%) .y o?smhg (1.330)
com —
tanhw =8, (= g (1.331)

No instante t + dt o eletrao tem velocidade 5 + 55 e portanto

|3+ 08) = 5c(~5 - 63)10) (1.332)
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Se quisermos relacionar o estado em 8498 com o estado em 3 podemos escrever, invertendo

a Eq. (L329)),

‘ng 55> = Sp(—5 — 08)SL(B) ‘5> (1.333)
Calculemos agora o produto das duas transformagoes de Lorentz da Eq. (L333]). Definindo
tanhw' = |5+ 53| ~B+B-68 (1.334)

onde no ultimo passo se desprezaram termos de ordem superior em 63, obtemos,

!/

SL(—E— 5E)SL(5) = (cosh ﬂl + B+ 08 - @sinh ﬂ) (coshg — B - @sinh g) (1.335)

2 |f+ 466 2

Usando agora as aproximagoes (desprezando termos de ordem superior em 643),

B+03 5, 68 B-6B .
Frog Pt P

/ 2
cosh% ~ coshg + %5 <00 sinhg

. W . w ’y2A = w
smh; _sth +75-5B COShE (1.336)
obtemos
2
Sp(=p—06)SL(B) = [cosh%—i—%ﬁﬁﬂ sinh%)
2 08 BB\ Lfw s a L w
°F _ ) helit !l 3. hZ
+<5+5 3 5) OZ<SIH2—|-25 550052
Wooa LW
(cosh 5 B - dsinh 5) (1.337)

O caso geral serd estudado no Problema [[.T9l Aqui basta considerar o caso particular em
que U L 67 e em que v < ¢. Usando

Qi = 52']' + ieijkzk (1.338)
obtemos,
L L& . S . .
Sp(=p—08)SL(B) 21+ AB - % — 1Al - 3 ~ Sp(—Ap) Sr(—A0) (1.339)
onde, para v < ¢ L
AY = 55; 5 A= (1.340)

A interpretagao é agora facil. Consideremos o estado (3 +AB > obtido no instante t + dt

por uma transformagao de Lorentz sem rotacdo a partir de ‘5>, isto é

|3+ A8) = S1(~AB) |F) = Sr(ab) |F+65) (1:341)
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onde usamos a Eq. (I339), isto é, o referencial obtido sem rotagao no instante ¢+ dt, onde
se devem aplicar as leis da evolugao do spin (ver a Eq. (I.343]) em baixo) estd rodado dum
angulo A6 em relagao ao referencial que segue o eletrao no mesmo instante ¢ + dt. Isto
que dizer que o referencial préprio do eletrao parece estar a precessar com uma velocidade
angular

Qp=—— (1.342)

Para vermos como isto afeta o acoplamento spin-érbita recordemos que no referencial
proprio temos

dS 4 _
<%) —jix By, H=—fi-By (1.343)
rp

com By, dado pela Eq. (I327). Pelo facto do referencial do eletrao precessar devemos ter

num referencial sem rotacao,
s s = &
(E) = (E) + QT x S (1.344)
sr rp

ds = eg = =
=2 :Sx<——B —Q) 1.345
< dt ) 2m P T ( )
ST
0 que, comparando com a equacao para o Hamiltoniano, nos diz que o Hamiltoniano
correto deve ser

ou seja

He 955y 9 575G (1.346)
- 2m Smegm?2c?rs r '

Para o eletrao no campo de Coulomb temos, na aproximacao v < c,

e

mo = —WT (1.347)
pelo que
e? -
Qr = —WL (1.348)
Substituindo na Eq. (I.346]) obtemos finalmente o Hamiltoniano correto
_ 9 g5y D g (1.349)

- 2m 8megm2c?r3

que substitui a Eq. (I328)) e que explica corretamente o efeito de Zeeman e o acoplamento
spin érbita.

Muitas vezes diz-se que o efeito da relatividade d4 um fator de 1/2 na taxa de precessao
do eletrao e isto parecia estranho na altura. Por exemplo Uhlenbeck escreveu:

...when I first heard about [the Thomas precession], it seemed unbelievable
that a relativistic effect could give a fator of 2 instead of something of order
v/c... Even the cognoscenti of relativity theory (Einstein included!) were
quite surprised.
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No entanto esta descri¢ao é um pouco enganadora ja que ha dois efeitos de ordem v/c que
se adicionam, como os calculos acima mostram. Voltaremos a esta questdo no Comple-

mento .8

Complement 1.5 Propriedades do operador de Pauli-Lubanski

Mostremos em maior detalhe algumas propriedades deste operador W,. Comecamos por
definir os dois vetores

jE (J237J317J12), I_(" = (JOI,JOQ’J(B) (1350)

Entao das relagoes de comutacao do grupo de Lorentz (ver Problema[[.24]) podemos obter
as relagoes de comutacao para estes dois operadores vetoriais. Obtemos

[J4, 7] = ie'dk g* (1.351)
[K' K7 = —ie'd* g* (1.352)
(K, J7] = ie'd* K* (1.353)

Estas relagoes que o operador J est4 associado com as rotagoes no espaco a 3 dimensoes,
obedece & algebra do momento angular e portanto o seu quadrado .J? deve ter os valores
préprios j(j + 1) (R = 1). O outro operador deve estar associado as transformagcoes de
Lorentz propriamente ditas (boosts). A Eq. (IL353) mostra que se transforma como um
vetor para rotagoes e a Eq. (.352)) mostra que a diferenca entre duas transformagoes de
Lorentz é uma rotacao.

Voltando ao vetor de Pauli-Lubanski podemos escrever,

WU — _%GOijk Jz]Pk — %GOijk JZij

— J23Pl +J31P2+J12P3

= J.P (1.354)
€
i 1 ivpo i0jk 1 ijk0
w* = —56 JypPy = —€ Jo; Pr, — 56 JirPo
EOijk: JO]Pk‘ + %EOijk‘ J]k‘PO

= (BxP) +p° (1.355)

ou seja o . L
Wl=J.P, W=PJ+KxP (1.356)

Calculemos agora os valores préprios de W2. Para isso vamos para o referencial préprio
da particula de massa m, onde os valores proprios do operador P* devem ser

P* = (m,0) (1.357)
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Obtemos para W,

wo=0, W=mJ (1.358)
e portanto
w2 = (WO —w.W
= —m?J? = -—m?s(s +1) (1.359)

onde a tultima passagem resulta do facto de que no referencial préprio nao ha momento
angular orbital e portanto J deve ser identificado com o spin da particula. Como W2 é um
invariante de Lorentz o resultado da Eq. (5:222]) deve ser verdade em todos os referenciais
de inércia.

Para demonstrar que W2 é de facto um invariante de Casimir (ver Problema [24]) é
conveniente obter as relacoes seguintes

1 14 g
[W/u Pa] = _gguupa [J p7 Pa] P
1 - 14 . 14 o
= —5Cupo (iP"gh —iPPg.) P
— 0 (1.360)
€
[Wua Jaﬁ] = i(guawﬁ - g,uBWa) . (1.361)

A Eq. (I.36I) mostra que W), se transforma como um 4-vetor.

Complement 1.6 Prescricao minima em fisica nao relativista

Consideremos uma particula, nao relativista, de massa m e carga ¢, em interacdo com o
campo eletromagnético. O Lagrangiano para essa particula é

1 -
L= §mv2 —qp+qA-T (1.362)
Vejamos que isto é verdade. Obtemos facilmente (estamos no espaco euclidiano a 3 di-
mensoes, pelo que nao fazemos distingao entre a posicao dos indices. Assim escrevemos
todos em baixo).

L
¢ oL
o —q0;¢ + q0; Aji; (1.364)
Obtemos entao i oL 94
T m; + v + q0; Ai; (1.365)
Portanto a equacao de Euler-Lagrange
d 0L 0L

e (1.366)
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da
0A; . .
mii +q0id + a5~ + 4 (95 Aidj — 0 Ajd5) = 0 (1.367)
ou seja
; 04, )
mx; = q —82¢ — ot +q (OZA] — OJAZ) Zj (1.368)
Usando agora
0A4;
E,=—-0;¢0 — 5 (1.369)
e
EijkBk =  €ijk €kmn OmAn
= 0;A; — 0j4; (1.370)
obtemos finalmente
mi; = qb; + qeijkaijk (1.371)

ou numa notacao mais familiar

dv

m= =g (E 47 x é) (1.372)

o que confirma que a Eq. (I.362]) é de facto o Lagrangiano para a particula nao relati-

vista num campo eletromagnético exterior. Como subproduto deste calculo vemos que o
momento candnico, conjugado da varidvel x; é

oL
pi = % = mﬁni + in = pmec + in (1373)

(2
3

0 que nos leva a regra da prescricado minima, pois,

P = p-qA
—ihV  — —ihV — gA
ihO" —  iho" — g AV
9, — (%—H’%AM (1.374)

onde q é a carga da particula. Isto justifica a Eq. (I.271]).

Complement 1.7 Lagrangianos em teoria do campo

Na passagem dum sistema com um numero finito de graus de liberdade para a situacao
em teoria do campo onde temos infinitos graus de liberdade é conveniente estabelecer o
seguinte diciondrio:
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Sistemas Finitos Teoria do Campo
graus liberdade

t Tt

q o(z)

au¢($)

S = / dtL(q,q) | S = / d*zL(p,0,0)
d oL 0L _0 oL B a_ﬁ _0
dt 9 9dq "0(0u0) 0

E f4cil de verificar que para o campo real de Klein-Gordon a seguinte densidade Lagran-
giana

1 1
L= 3 PO — §m2¢2 (1.375)
reproduz a Eq. (L.29). Para o campo de Dirac temos que tratar o spinor e o seu adjunto

como graus de liberdade independentes (tal como acontece no campo escalar complexo,
ver Problema [[.16]). Assim é ficil de ver que a seguinte densidade Lagrangiana

= P Oytp — My (1.376)

conduz a equacao de Dirac. De facto As equagtes de Euler-Lagrange sdo, para o caso do
campo de Dirac,

oL oL oL oL
8“ - = :0, 8“7_——_ :0 1377
o) v (0] v (1.377)
Do Lagrangiano, Eq. (IL376]), obtemos
oL oL
e portanto
(i9"0y —m) Y =0, (1.379)

como querfamos mostrar. A densidade Lagrangiana de Dirac tem uma propriedade notével.
E invariante para as transformacoes

V() = p(z)  ; P(z) =7 e (1.380)

com « constante. Isto corresponde a redefinir a fase da funcéo de onda, que certamente é
arbitraria. Contudo o facto de « ser constante apresenta um problema potencial. Como
é que eu sei que fase escolher para comparar experiéncias em dois laboratérios diferentes?
Seria melhor que a fase pudesse ser escolhida independentemente em qualquer sitio. Mate-
maticamente isto quer dizer que deviamos ter o = a(x). Contudo neste caso a Eq. (L3706
deixa de ser invariante devido ao termo da derivada. Contudo se modificarmos a densidade
Lagrangiana para

L=ipy"Dyp —mypyp 3 D, =0, +iqA, (1.381)
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ela é invariante para as transformagoes da Eq. (IL380) se
A; = A, — Oy (1.382)

Ora esta transformacao ¢ ja nossa conhecida. Ela é a transformacao de gauge do eletro-
magnetismo [3]. Esta transformagao deixa invariante o tensor de Maxwell, Eq. (L307]),
pois

F/;V = Fu — 0,0,a0+ 0,0,00 = F,, (1.383)
Somos portanto conduzidos ao resultado que se generalizarmos a derivada para incluir o
campo eletromagnético mantemos a densidade Lagrangiana invariante para transformacoes
de gauge locais. Temos que completar adicionando o termo de Maxwell ao Lagrangiano.
Somos assim conduzidos a densidade Lagrangiana de QED que é

L = ipy"Dyp — mypyp — %FWF‘“’ (1.384)

Vemos assim que a prescrigao minima da Eq. (L272]) corresponde & definigao da derivada
covariante da Eq. (IL381]). Por outro lado a densidade Lagrangiana de interacao, isto é,
com mais de dois campos, é

Lint = —qepy" A, = epyp A, = —J8 A, (1.385)

onde se definiu
Jhn = qep'h = —epytep (1.386)
Ora da fisica cldssica sabe-se que a interacao ¢ precisamente dada por —J#A,. A inter-

pretacao de Jk, como a densidade de corrente elétrica também é intuitiva pois é o produto
de carga pela corrente de probabilidade.

Complement 1.8 A equacao BMT para o spin

Vamos voltar a equacao para a evolugao no tempo do spin e obter uma equagao covariante.
Essa equacao permitirda compreender como é que é possivel medir com tanta precisao o
momento magnético anémalo do eletrdao e do muao. No referencial proprio a equacao de
movimento para o spin é (ver Eq. (L343))

ds’

=X B = %5" x B’ (1.387)
m

onde S, t' e B’ sao medidos no referencial em que a particula estd em repouso.

i) A equagao de movimento covariante (equagao BMT)

Pretendemos escrever uma equagao covariante que se reduza a Eq. (IL387)) no referencial
préprio. Como vimos na seccao [[.5.2] a generalizacdo covariante de S 6 o 4-vetor S* que
satisfaz S¥p,, = 0 ou seja

Stu, =0 (1.388)
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Usando as leis de transformacao dos 4-vetores devemos ter num outro referencial

SO =~3. 8

2
@, YV (7 ez
5_5+7+1(55)/3

(1.389)

A generalizagao 6bvia do lado esquerdo da Eq. (I387) é dS*/dr (ver Eq. (I.320)), onde 7
é o tempo préprio. Para o lado direito devemos exigir que seja um 4-vetor linear no spin
e no campo exterior. Da Eq. (IL320) resulta que

du” g
— = = F*y, 1.
I u (1.390)

pelo que podemos escrever a forma mais gera

ds* du®
— My af Iz H
i ki EFR S, 4 koSo F*ug u* + k3S, i n (1.391)

para determinar as constantes k; notemos que da Eq. (I.388)) resulta

ds" p Qi

o que d4, usando a Eq. (L39]]),

duy,

(k1 = kac?) SaFPug + (kse® +1) S"—1

=0 (1.393)

Para que esta equagao seja valida mesmo quando a origem da forca nao é eletromagnética,
devemos exigir que os dois termos se anulem separadamente. Isto d&a

ky = koc®, kac? = —1 (1.394)

Substituindo na Eq. (I.391]) obtemos

ast 1 1 du
= =k [ F™S, + =S, F8 w) _ - gl ou 1
I 1( S —1—625 ug u > 2 S o U (1.395)
Para obte} k1 tomamos o limite do referencial préprio, E = 0. Entao u* = (¢,0) e
St =(0,5"). Obtemos a partir da Eq. (I.395)
s’ o =
W = /4:15/ X B/ (1396)

pelo que, comparando com a Eq. (I.387),

_ 9%

ki =
! 2m

(1.397)

12Pode-se mostrar [17] que outros termos ou siao nulos, ou se podem escrever em termos dos
escolhidos.
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Particularizando para o caso em que a forca é de origem eletromagnética, Eq. (I-390),
obtemos finalmente a equagdo BMT de Bargmann, Michel e Telegdi [18],

st ge |y 1 g
—— =T |ZFS, + = (2 1) ut S FP 1.398
dr  m [2 * c? (2 > b ue ( )
i1) Relagao com a precessao de Thomas
Usando o resultado .
dut = dp
- _ Rt 1.
S, o ~veS 7 (1.399)

podemos escrever a partir da Eq. (I.395])

dr dr
ds . dg\ =
— = F- — 1.400
dr ( dr )B ( )
onde o 4-vetor F* é dado por
= gf; <F‘“’S + = SaF*ug u”) (1.401)

Usando as Eq. (L400) Eq. (I.389) podemos finalmente escrever
d -
<—ﬁ X ﬂ) X S’] (1.402)
s’ 1

d_§:ﬁ_ ’Yg FO 2
dr v+1 v+1

No referencial proprio obtemos

onde o primeiro termo corresponde ao bindrio, Eq. (L387]), e o segundo termo é a precessao
de Thomas (ver Problema [[19]). Para movimento em campos eletromagnéticos onde

B a (g B35
qt - yme [E+CB xbB—f (BE)} (1.404)
© 1 1
Lz 99 & 5 2 B\A_t3. @
WF_Zme[B —7+1<ﬁ B)B CﬁxE] (1.405)

obtemos finalmente a equagdo de Thomas (ver Problema [1.20])

—

dS' g g 1\ 5 (g Y (7 8\z (9 v \BxE
E—ESXKT”; B-(5-1) 7 (FB) - (5-77)

(1.406)
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ii1) A constancia da polarizacao longitudinal

Usemos agora a equacao de Thomas, Eq. (I.406]), para determinar a taxa de variacao da
componente longitudinal da polarizacao ou helicidade. Temos

%(5.§f>:3.dd_sz+%[gf_(g.gfw.C;_f (1.407)

Usando a Eq. ([L404) e Eq. (I.406) podemos escrever

i 0-5) =t (g eeme (5 5)

Esta equacdo mostra uma propriedade notavel duma particula com g = 2. Num campo
magnético a particula movimenta-se de tal forma que a sua polarizagao longitudinal per-
manece constante. Isto permite medir com grande precisao qualquer pequeno desvio de
g = 2. Notar que no limite ultra-relativistico (f — 1), o mesmo acontece também em
campos elétricos.

(1.408)
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Problemas

1.1 Considere o sistema de unidades natural utilizado em Fisica de Altas Energias,
isto ¢ h = 1, ¢ = 1. Neste sistema todas as grandezas fisicas podem ser expressas
em unidades de energia ou suas poténcias.

a) Exprima 1s, 1 Kge 1l m em MeV (ver Complemento [[L4.5]).

b) Exprima o seu peso, altura e idade em MeV.

1.2 O tempo de vida média 7 duma particula instavel (que decai noutra) é definido
como o tempo ao fim do qual o niimero de particulas é reduzido a 1/e do seu valor
inicial, ou seja

N(t) =Ny e~

onde Ny é o nimero de particulas no instante inicial e 7 é referido ao referencial
no qual a particula se encontra em repouso. Sabendo que os pioes carregados tém
Tr=2.6x10"%s e m, = 140 MeV calcule:

a) O fator v para um feixe de pides de 200 GeV.
b) O tempo de vida média no referencial do Laboratério.

c) Calcule a percentagem de pides que decaiu ao fim de percorrerem 300 m no
Laboratério. Se nao houvesse dilatagao no tempo qual seria a percentagem ao
fim da mesma distancia?

1.3 Uma particula de massa M e 4-momento P“ decai em duas particulas de massas
my e mo.

a) Use conservagao de energia e momento (P* = p§ + p§) e a invariancia dos
produtos escalares para mostrar que no referencial em que a particula que
decai estda em repouso temos para as energias das particulas 1 e 2

M? +m? — m3 M? +m3 —m?
E, = ;o By =
2M 2M
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b) Mostre que a energia cinética da particula i no mesmo referencial é

onde AM = M — m; — ms é 0 excesso de massa.

c) O piao carregado (M, = 139.6 MeV) decai num muao (m; = 105.7 MeV)
e num antineutrino (my = 0). Calcule as energias cinéticas do muao e do
neutrino no referencial do pido. (Nota: Foi usando o resultado deste exercicio
que foi descoberto o piao em 1947).

1.4
Considere o declinio 7= — p~ + ¥ descrito no problema [L.3] Calcule:

a) O momento linear do u~ e do ¥ no referencial do centro de massa, isto é onde
o T~ estd em repouso.

b) O momento linear do u~ e do 7 no referencial do Laboratério (p, = 10 GeV)
supondo que o 7 tinha sido emitido no CM na diregao e sentido do 7~.

c) Repita b) supondo que era o u~ que tinha sido emitido no CM na direcao e

sentido do 7.

1.5 Um fotao pode ser descrito como uma particula de massa zero e 4-momento
k* = (w, k) onde w = 27v = 21/ e |k| = w no sistema de unidades onde h = ¢ = 1.
Se o fotao colidir com um eletrao de massa m, em repouso, serd difundido com um
angulo 6 e com uma nova energia w’.

a) Mostre que

0
N — )\ =2\, sin? 3 onde Ae =

b) Mostre que a energia cinética de recuo do eletrao é

Ae o 20
25€ sin
T —w A 2
142 sin? =

1.6 Considere os dois processos

v = et +e

y+e — e +e +et
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a) Mostre que a reagao (1) nunca pode ter lugar.

b) Calcule a energia minima dum fotao incidente num eletrao em repouso para
que a reagao (2) possa ter lugar.

1.7 Suponha que a energia do v, no referencial do laboratério (onde o eletrdo esta
em repouso) é o dobro da energia minima necessaria para que o processo v, +e~ —
1~ + v, seja possivel. Sabendo que o tempo de vida média do mudo é 2.2 x 107%s
qual é a distancia média percorrida no laboratério pelo muao antes de decair?

1.8 Considere o processo
A+B = Ci+Cy+---+C,

O feixe de particulas A tem energia E4 no referencial do Lab, onde a particula B

estd em repouso. Escreva a expressao para a energia minima, EJ'", necessaria para
que a reacao possa ter lugar, em funcao de my, mp e M = mg, + me, + -+ -mc

n

1.9 Um feixe de mesoes K incide num alvo de hidrogénio liquido para se estudar
0 pProcesso

Kt+p—> K +p+rt+7~
No referencial do Lab, onde o protao estda em repouso, determine a energia minima

do feixe de mesdes K para que o processo possa ter lugar. Dados: mg+ = 493 MeV,
my, = 938 MeV, m, + = 140 MeV.

1.10 Um feixe de eletrdes com energia F, = 50 GeV, colide frontalmente com
um feixe dum laser com energia £, = 1eV. Qual é a energia dos fotoes que sao
difundidos para tras, isto é, na direcao do feixe de eletroes.

1.11 O acelerador HERA, que funcionou no DESY em Hamburg a partir de 1991,
fazia colidir um feixe de protoes com energia £, = 920 GeV, com um feixe de eletroes
de E, = 27.5 GeV. Calcule a energia do feixe de eletroes que seria necessaria para
se ter a mesma energia no centro de massa, se 0s protoes estivessem em repouso
(experiéncia de alvo fixo).

1.12 Considere uma colisao elastica na qual uma particula de massa M com mo-
mento pr.p, incide numa particula de massa m em repouso no laboratério. Mostre
que a perda de energia da particula incidente na colisao se pode escrever

2
AE = "PLab (1 —cosfcm)
s

onde s é o quadrado da energia no CM e f¢y; é o angulo de difusao no referencial do
CM.

1.13 Considere o tensor do campo eletromagnético F),, = 9,4, — 9, A,. A partir
deste tensor define-se o chamado tensor dual
1

Wy .~ _puvpo
F —26 F,y .
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a) Mostre que as equagoes de Maxwell sao
O FH = J¥

e que estas reproduzem as leis de Gauss e Ampere (incluindo a corrente de
deslocamento introduzida por Maxwell).

b) Mostre que se tem
0, F" =0

Verifique que esta equagao contem as chamadas equacoes de Maxwell ho-
mogéneas, isto é, V-B = 0, e V xE = -0B /Ot. Verifique que aquela
relagdo é equivalente a forma mais usual (identidade de Bianchi)

o, +0,F,, +0,F,, =0
¢) Exprima os invariantes F,, F*, F,,F" e F,,F" em termos dos campos Ee
B.

d) Mostre que se E e B sado perpendiculares num dado referencial, entao sao
perpendiculares em todos os referenciais de inércia.

e) Considere um referencial S onde se tem E #0e B = 0. serd possivel encontrar
um referencial S" onde £ =0 e B # 07 Justifique.

f) Defina
fP=F,F" f'=F,F"’F,,F" (1.409)

Mostre que
(Fu F™)? = 4f* =2 (£?)° (1.410)

1.14 Introduza na equacao de Klein-Gordon o acoplamento minimo

ihd, — ihd, — q.A,

e considere as solugoes estacionarias do dtomo de hidrogénio, isto é (b = ¢ =1)

B(EE) = 9(F) e 3 Ay = -k

4rr

a) Mostre que a equagao de Klein-Gordon se escreve

{—VQ +m?— (B+ %)2} 6(7) = 0
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b) Mostre que esta equagao se pode resolver exatamente pelos métodos usuais
dando as energias

m n =1,2,--
Ene = 1+ o ’ {E =0,1,---,n—1
(n—eg)?
onde
1/2

£ £+1 £+1 o
— - — - —

¢ 9 2

¢) Expandindo em poténcias de a compare com os resultados da teoria de Schrodin-
ger incluindo correcoes relativistas.

1.15 Considere o Lagrangiano seguinte
£ = 0,60"0 — m*¢"e
a) Verifique que as equacoes de movimento sao as equagoes de Klein-Gordon.

b) Verifique que o Lagrangiano é invariante para as transformagoes

¢ = e ¢ : a = constante

¢) Mostre que se a agao

5= / oL, 0,0)
¢ invariante para uma transformagao

b = ¢ —ieNy; @,

onde € ¢ infinitesimal e \;; sao constantes, entao existe uma corrente conser-
vada, isto é

o, J" =0
onde
oL
B i) b
J (ONF 0(0,&2-) oF

Este resultado é conhecido pelo nome de teorema de Noether .
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d)
e)

1.16

1.17
que

Aplique este resultado ao Lagrangiano dado.

Mostre que se @ = a(x) o Lagrangiano

L= (0, —iqA,)¢" (0, +iqA,) ¢ — m2¢*e

é invariante para as transformacoes

¢/ _ eiqa(x) ¢

se A, se transformar de forma apropriada. Qual? Comente.

Representacao de Majorana e representagao quiral.

Mostre que ¢é possivel encontrar uma representagao, dita representacao de Ma-
jorana, onde Re (Vf\j[aj) = 0 e portanto a equacao de Dirac é real. Verifique a

matriz U .
1 09
U=— 1.411
V2 <0'2 —1) (4

leva através duma transformagao de semelhancga
-1
vﬁaj =U fygirac U
a uma solucao do problema.

Mostre que é possivel encontrar uma representacao, dita representacao quiral,

onde
(1 0
75 - O _1

U — % G _11) (1.412)

leva através duma transformagao de semelhancga

Verifique a matriz U

© N S e BN
VQuiral =U VDirac U

a uma solucao do problema.

/M:

Admita que 7, se transforma como um 4- vetor, isto ¢, a*,~". Mostre

7/# = U_lrygirac U
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Sugestao: Considere o caso particular duma transformacao segundo o eixo !, isto
é

2% = coshw z° — sinhw 2
' = coshw z' —sinhw 2°
:L,/z — 1’2
SL’/?’ — x3

onde tanhw = V/c.

1.18 Utilize as expressoes explicitas

0 A= 0
Sgp = cos=+1if-Xsin—
f 2" 2
w w
S, = cosh— —w-asinh —
r 2 2
para verificar que para transformacoes finitas também temos

SIS = a¥

1.19 Mostre que, quando nao se faz a aproximagao nao relativista, as expressoes
corretas para o movimento de precessao do eletrao (ver Complemento [[.4]), sdo

- — — — —_ 1 — N
AB =55 + 6L, Al = %w x (1.413)
O que conduz a expressao relativista para a frequéncia de precessao de Thomas,

Gr="1""3x7 (1.414)

1.20 Deduza a equacao de Thomas, Eq. (LZ06),

S g g g 1\ 5 /9 Y (7 3\7 (9 v \BxE
dt_mSX[<2 1+7 B (2 1)7+1(5 B)B 2 441 c

para isso reproduza todos os calculos do Complemento [I.8

1.21 Mostre as relagoes seguintes:
(T)? = +1

Tr (I') =0 ,Va # s
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Vv =45 VY% = =295 A = 49”7
VAP =g = "+ g7 £ i e

1.22 Mostre que os spinores w”(p) satisfazem as relagoes

(@ —em)w"(p) =0; W (p) (p—em) =0
_T(ﬁ)wrl (9) = 2m b,per

ZET’ mwﬁ ﬁ) =2m 5065

W' (e,p)w" (6,P) = 2F 6y

1.23 Preencha as entradas da tabela de multiplicacao das matrizes v indicada na
Tabela[L.Il Esta tabela torna-se muito util em célculos praticos. Para estabelecer a
tabela tenha em atencao que qualquer produto de matrizes v se pode escrever em
termos das 16 matrizes independentes e que com as nossas convengoes

L0123 _ g

Eppe = —€M7

gm0 = = S (— 1) g g
P

v5 = i7" 2y = —ivomyes

Eapms 2% = =2 (4297 — 97 93%)

Eaprin €™ = —6g5

onde (—1)F é +1(—1) para uma permutacao par (impar) de (By7202).

1.24 O grupo de Poincaré é constituido pelo grupo de Lorentz mais as translagoes.
Se J,,, designarem os geradores do grupo de Lorentz e P, os geradores das translacoes,
as relagoes de comutacao sao

[J;u/a J ] =1 (gupt]ua - guat]up - gupJVa + guajup) (1416)

[Pos ) = i (Gualy — Gvalu) (1.417)
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Ly | o | w0 | o
1
V5
70{
¥57"
P
(1.415)
Tabela 1.1: Tabela de multiplicacao de matrizes ~y
[PW PV] =0
Mostre que
[P? Jw] = [P?F,) =0 (1.418)
2.0, = (W21, = [W2,P%] =0
onde
1 vp po
Wl/« = _§E}J«Vp0' JP P

é o vetor (operador) de Pauli-Lubanski.
1.25 Mostre que para a equacao de Dirac o valor préprio de W?2 é

3
W2 _ _ - m2
4
1.26 Mostre que as Eq. (LI36) e Eq. (LI35) sdo compativeis. Para isso mostre que
se definirmos

(61, 62, 63) = (u)zg, w31, u)zg), E = (jgg, j31, jlg) (1419)
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onde

A

S = i(2,0, — 2,0,) (1.420)
¢ a parte orbital do gerador do grupo de Lorentz, entao para rotagoes obtemos

1 - -
- §J2] wY=1L-¢ (1421)

1.27 Mostre que a equacao de Klein-Gordon descreve spin zero.

1.28 Prove a decomposicao de Gordon:

1

a(pr, s1)7" u(pa, s2) = o u(p1, s1) [(p1 + p2) + 00" (p1 — p2).] u(pa, S2)

Sugestao: Use a identidade
#p = atb, —iatb"o,,

1.29 Considere que para t = 0 temos uma solucao de energia positiva com spin up
localizada, dada pela expressao

'r2
U(7,0,8) = (md*)~3* e 2 w!(0) (1.422)
Num tempo ¢t > 0 sera

vl = / (;ZTP;?’ % > [bp, s)ulp, s) e+ d*(p, s)v(p, s) €]

a) Determine b(p, s) e d*(p, s).

b) Mostre quando é que as amplitudes correspondentes a energia negativa sao
importantes.

1.30 Considere um eletrao incidente da regiao I com energia E conforme indicado
na Figura[[L6l Admita que a particula incidente tem a fun¢ao de onda

1

winc =ae™ k1
E+m

0

a) Calcule a onda refletida e a onda transmitida.
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=V

Figura 1.6:

b) Mostre que a corrente refletida e transmitida obedecem a

Jtrans o 4r Jreﬂ - (1 — T>2

Jinc (]. + ,,,,)2 7 Jinc (1 + T)2

isto é, aparentemente tudo bem pois

Jinc = Jtrans + Jreﬂ

contudo
k E
r:k—j% e se Vo>E+m entao r<0
Portanto

Jref > Jinc

Comente este resultado.

1.31 Mostre que a densidade de probabilidade e a densidade de corrente se podem
escrever na forma (decomposigao de Gordon)

P = Pconvectiva + Pinterna

-

— -
J = convectiva + Jinterna

onde
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_ i g 0 oY
Pconvectiva — % |:7~p W - W w:|
tfconvectiva = ﬁ [@ 67/) - (ﬁa) ¢:|
(S
Pinterna _6 ) ﬁ
R . . 9P
Jin erna M ar
" V x M + 5

Determine P e M. Compare com a equagao de Klein-Gordon. Comente. Mostre
que as correntes conectivas e internas sao conservadas separadamente.

1.32 Demonstre as relagoes de Ehrenfest

d — . — —

g =1 [H, 7op) = cd

d 0 o -
op = i [H, fop) + - op = (E b T, X B)

onde

1.33 Mostre que

onde

1.34 Resolva a equacao de Dirac num campo magnético uniforme. Sugestao: Faca
¥ = e (p, )T e elimine y. Obtém assim a equagio para um oscilador harménico.

1.35 Considere o Lagrangiano nao minimo para a interacao do eletrao com o fotao

A . —
29 4 Vo FH

— . — 1 v
L =ipy"(0, +iq. ALY — mapyp — ZF’WFH + 5 Im
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a) Qual a equacdo de movimento para o eletrao?

b) Mostre que o fator g do eletrao serd entao g = 2 + Ag. Sugestao: Encontre
o limite nao relativista de a).

1.36 Faca os calculos da transformacao de Foldy- Wouthuysen para obter

) — 6121’2 4 e
H/// — 6 m+(p q )_p3 —I—quO—q—60_317
2m 8m 2m

iQe R - e - 2 - de & 2
+(—8m2U-VxE—4m20-Exp)—8m2V-E

1.37 O momento magnético do eletrao é dado por fi = g J< S onde S = %5 eo

fator g = 2. Entao poderia pensar-se que a interacao spin-érbita era dada por

HSO = K- Biest onde Biet = —UX E=—— — —
m r Or

Nesta ultima expressao admitiu-se um potencial central e v < ¢. Assim obtemos

. ﬂ 11 -
0VL

. LWVg f (1.423)

Heo = i
SO mer or

que é o dobro do valor dado pela experiéncia e pela equacao de Dirac. A explicacao
estd na precessao de Thomas e deve-se ao facto do referencial do eletrao nao ser de
inércia. Mostre que devido a nao comutatividade de duas transformacoes de Lorentz
o referencial proprio do eletrao precessa com uma velocidade angular

I
wT—Qv U
para v < c. Entao
~ - . 10V 5 -
HSO:H30+L'QT:q—(g—1)——S'L
2m r Or

que ¢ o resultado dado pela teoria de Dirac.
1.38 Calcule o desdobramento hiperfino do estado 'S, /2 do atomo de hidrogénio.

1.39 Verifique as seguintes relagoes
u(p, s)u(p, s') = 2m Oy
v(p, s)v(p, s') = —2m d4¢

uT(p, s)u(p, s') = 2E, dsy
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vl (p, s)v(p, 8') = 2E, 0ss

o(p, s)u(p,s’) =0

vl (p, s)u(—p,s') =0

> lualp, )Ta(p, 8)) = (p+m)ag

S

> [valp, 8)Ts(p, 8)] = —(—p +m)ag

s

Z[ua(p, S)ﬂﬁ(p> S) - Ua(p, S)Eﬁ(pa S)] =2m 5045

s

1.40 Suponha que para a particula em repouso o vetor polarizagao é dado por
st =(0,7)  com 7j-ij=1

a) Mostre que no referencial onde a particula se move com velocidade 3 o vetor
polarizacao é dado por

2—»_' —,
L= L BT B)

S'u: - 0, _I_
<vnﬁ?7 po )

b) Mostre que satisfaz s> = -1l e s-p=0 com p = m(y,yﬁ).

¢) Mostre que o vetor polarizagao longitudinal, isto é, 57, || 3, é dado por

st = (75775/@

1.41

a) Construa o Hamiltoniano H da equagao de Dirac para particulas livres no
espago dos momentos.

N

b) Calcule o comutador [H , E], onde L = 7 x p'é o momento angular orbital.

>) ¢ o momento angular intrinseco ou

Uy

c¢) Calcule o comutador [H , 5], onde
spin.

N[

d) Use os resultados anteriores para calcular [H , j], onde J = L + S. Comente.
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1.42 Mostre que o operador de spin

_W-s
m

= ot (1.424)

comuta com o operador (p+¢,m) e portanto as solugoes para a particula livre u(p, s)
e v(p, s) sao fungodes préprias simultaneas do Hamiltoniano e do spin.

1.43 Construa os spinores normalizados u* e u™ representando eletroes com energia
positiva e momento p’ e helicidade +£1, isto é, que sao vetores préprios do operador
(7 X)/|p], com valor préprio +1. Para isso siga os passos seguintes:

+
a) Considere o caso de helicidade +1. Seja u™ = ( Zjﬁ ) com ul = ( “ ) e

B

U +

ub = " ). Mostre que — = M
Uy Usg Pz T 1Py

= : + = +
b) Use a equacao de Dirac para escrever uj; em funcdo de u}.

¢) Normalize o spinor u™ de acordo com a condigao (u*)T ut = 2F ou se preferir,

utu™ = 2m. Obtenha assim a expressao final para u™.

d) Quais as alteragdes para u~7

1.44 Considere um eletrao descrito pela equacao de Dirac.

a) Mostre que no caso do eletrao livre se tem,

d(%-p) _
dt

. (50
=0 5

Qual o significado desta lei de conservagao?

0

onde

b) Considere agora que o eletrao estd num campo eletromagnético exterior A*
independente do tempo. Calcule agora

onde T = p — eA é o momento canénico.
¢) Em que condigoes
d(X-7) _ 07
dt

Qual o interesse pratico deste resultado?
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Sugestao: Para um operador O que nao dependa do tempo tem-se

%zz’[H,O]

onde H é o Hamiltoniano do sistema. Nao esquecer que H é diferente nas alineas

a) e b).

1.45 Considere a equagao de Dirac para um eletrao livre de massa m. As solugoes
de onda plana sao estados préprios do Hamiltoniano H = @ - p'+ Sm e do momento
p- Mostre que

dx L = (o 0 - (07 (1 0
E——anp, com Z—(O 5,), a-((}, 0), 5—(0 —I)

Utilize este resultado para mostrar que o operador helicidade (£ - 7)/[p] é uma
constante do movimento com valores proprios +1.

1.46

a) Prove a identidade (definimos p = p/|p)):
57 A\ 1455 A \1-5p
1- —(1- 1
( E+m) ( E+m> 2 +< +E%—m 2

b) Considere um campo fermiénico com massa, com quiralidade esquerda, defi-
nido por

v =10

onde v é um spinor de energia positiva. Mostre que se pode escrever,

14+ 1—&-p ,
e

onde N ¢é uma normalizagao e y um spinor de duas componentes. Determine
ap e ay (a menos duma normalizacao). Qual o seu significado?

¢) Define-se a polarizagao do fermiao quiral ¥y, como sendo

_ lap? — Jan/?
lap|? + [an|?

Mostre que P = —|p]/E = —/3. Discuta o valor limite quando [p] > m.
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Propagadores e Funcoes de Green

2.1 Introducao

Vamos aqui comecar a discussao de processos de difusao. O nosso objetivo é aprender
a calcular tao rigorosamente quanto possivel, na pratica em teoria de perturbacoes,
0s processos com eletroes, positroes e fotoes, isto é, a chamada Eletrodinamica
Quantica ou QED. Neste curso introdutério vamos comegar por seguir o método
original de Richard Feynman [19/20], deixando para o Capitulo [ o formalismo
da segunda quantizacao dos campos. Este método é completamente satisfatério,
a menos de alguns sinais, como discutiremos em detalhe nos Capitulos 3 e @ O
formalismo da quantizacao via integral de caminho serd deixado para cursos mais
avangados.

2.2 O propagador nao relativista

Consideremos a equacao de Schrodinger

G%—H)wﬁo:o (2.1)

onde

H=Hy+V (2.2)

e Hy é o Hamiltoniano para a particula livre, isto é,

V2
Hy=—3—. (2.3)

A Eq. (2) pode ser reescrita na forma

(2 ) »

7
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Para potenciais arbitrarios a Eq. (2.4]) é de dificil solu¢ao, em geral s6 conseguida
através de métodos perturbativos. Para os problemas de difusao em que estamos
interessados a maneira mais facil de estabelecer a teoria de perturbagoes é usar a
técnica das fungoes de Green. O primeiro passo consiste em substituir a equacgao
diferencial, Eq. (2.4)), por uma equagao integral equivalente. Para isso introduzimos
a funcao de Green da equacao de Schrodinger livre, que é definida por

G%—mwoawm:&@—@ (2.5)

com a condicao fronteira retardada, isto é,

Go(z',z) =0  para ¢ <t (2.6)

Entao se ¢;(Z,t) for uma solu¢ao da equagao de Schrodinger livre

G%—HO@@ﬁ:O (2.7)

a solu¢ao mais geral da Eq. (Z4]) escreve-se

B ) = (@, 1) + / dh Gola!, 2)V (2) () (2.8)

De facto nao resolvemos nada, pois a solugao 1 (Z,t) aparece nos dois membros
da Eq. (28). Contudo esta forma é particularmente adaptada aos problemas de
difusao e a estabelecer uma série perturbativa. De facto, pensemos que a interagao
estd localizada no tempo, isto é, que V(Z, t) se anula quando t — —oo. Entao devido
as propriedades da fungao de Green retardada Go(2’, z) é facil de ver que

lim (@, 1) = &i(&, 1) (2.9)

t'——o0

ou seja, no passado remoto é uma onda plana solugao da equacao livre, adaptada
a problemas de difusao. Entao se o potencial V' for pequeno podemos resolver a
Eq. (28) perturbativamente do modo seguinte:

V(@ ) =¢i(T, 1) +/d43€1 Go(2', 21)V (21)di(21)
+/d4$1d4l’2 Go(I/,l’l)V(Il)Go(SL’l,LUQ)V(SL’Q)QbZ'(I'Q)
+/d4l’1d4$2d41’3 Go(l'/,l’l)V(lL'l)Go(l’l,ZL’Q)V(I’Q)GQ(ZL’Q,l’g)V(!L’g)QSi(l’g)

4. (2.10)
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Notar que devido ao cardcter recursivo da expansao os tempos estao ordenados.
Uma outra maneira de olhar a série perturbativa é em termos da funcao de Green
completa da teoria com interagoes, G(z’, x). Esta é definida pela equagao

(z% — Hy(2") — V(:E')) G2, z) =62 — x) (2.11)

Obtemos portanto

(Z% - Ho(:z')) G2 z)=06*2" — 2) + V(2 )G (2, z)

:/ d'y 6*(x' —y) [0*(y — 2) + V()G (y, z)]

= (i% — Ho(a:’)) /d4y Go(2',y) [0*(y — ) + V(y)G(y, )]

(2.12)
ou ainda
Gl'2) = Go(w'.2) + [ 'y Gola' )V ()G 2) (213)
a que corresponde a série perturbativ
G(SL’/,LE’) = G(](.CL’/,LU) + /d4LE1 Go(l’/,Il)V(l’l)Go(Il,l’)
+ / d4$1d4l’2 GQ(ZL’I, I’Q)V(ZL'Q)G()(I’Q, ZL’l)V(l’l)Go(l'l, l’)
+ e (2.14)

A expressao anterior é a expansao perturbativa da funcao de Green completa da
teoria com interacoes. Se o potencial V' for pequeno, pode-se resolver o problema
com a precisao desejada, truncando a série da Eq. (Z14]) na ordem que se desejar.

A Eq. (214) permite também uma interpretagao diagramatica que se vai revelar
muito frutuosa. Devido ao caracter retardado de Gy devemos ter /0 > .- 25 >
zd > 29 > 2%, Entao designamos o primeiro termo da Eq. (ZI4) pelo diagrama da
Figura 2.1l e dizemos que corresponde a propagacao livre (sem interagao) entre (7, t)
e (Z,t"). Dail o nome de propagador para a funcao de Green. Nesta interpretacao
diagramética o termo seguinte é o representado na Figura que corresponde a
propagagao entre (Z,t) e (&1, 1), a interacdo com o potencial em (71,t1) e de novo a

!Para os desenvolvimentos seguintes ¢ mais conveniente ordenar os tempos tais que 20 >
ooz > 29 > 20 > 29 e nao como na Eq. (Z.10).
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(&)

Go(2', x)

(7,1)

>

X

Figura 2.1: Propagacao livre entre (Z,t) e (2, t').

t“ (f’, tl)

Y

Figura 2.2: Propagacao entre (Z,t) e (2/,¢) com uma interagdo em (y,%;) com
t<t;<t.

propagacao livre entre (77,¢1) e (Z7,t'). Notar que temos que somar, (isto é, integrar)
sobre todos os pontos possiveis para a interacao. Dal a expressao ser

/d4ZL’1 Go(l'/,l’l)V(l'l)Go(l’l,ZL’) . (215)

O termo seguinte ¢é o representado na Figura2.3l que corresponde a uma interagao
de segunda ordem. Agora temos de somar sobre todas as posicoes x1 e xa. As funcgoes
de Green G retardadas asseguram que é sempre z9 > 2. Vemos assim corresponder
a série perturbativa uma interpretacao diagramatica que como veremos se vai revelar
da maior importancia no caso relativista.

Na pratica estamos interessados em processos de difusao. Isto quer dizer que no
passado remoto tinhamos uma solugao da equagao livre que tomaremos como uma
onda plana de momento k;

6i(#,1) = e (2.16)
enquanto que no futuro teremos outra onda plana correspondente ao momento k ¥

¢f(f/, t/) — eiEf-f’—iwft’ (217>

A quantidade relevante é o elemento da matriz S definido por
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tl\ (f/’ t/)

Figura 2.3: Propagacao entre (7, t) e (Z’,t') com uma interagoes em (1, t1) e (Z, t2)
comt <t <ty<t.

= lim [ &2 qf)}(f/,t/) [@'(f/,t/) + /d4x1 Go(x', 1)V (1) di(x1) + - - -

—(@m)0%(fy =) + Jim @' d'sy 6}(F,¢)Go(a’, 1)V (w1) i) + - ++(2.18)

onde o primeiro termo corresponde a nao haver interacao.

2.3 Calculo de Gy(2', x)

Da tultima expressao é claro que para calcularmos a amplitude de transicao entre o
estado inicial e final, Sy;, sé nos falta conhecer a expressao analitica de Gy(2', x). E
isso que faremos no seguimento.

Estamos interessados em resolver a equacao

0 1
i— + —V"?) Go(2',z) = 62" — z 2.19
(157 + 507" Galets) =5’ = (219)
E claro que Go(2', ) deverd ser de facto Go(x' — x). Isto porque deve depender
somente da separacao no espaco e no tempo. Usamos entao as técnicas da trans-
formacao de Fourier, escrevendo?

Bpdo i
Golz' — z) = / ( 27;):" e~ —OHFE D) G (5 ) (2.20)

Notando que

2Em Teoria de Campo a convencao usual é colocar todos os fatores de 27 do lado dos momentos.
Nao aparecem portanto transformacgao inversa.
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A Im(w)

Figura 2.4: Plano complexo da variavel w

Bpdw R
4 o —iw(t' —t)+ip- (¥ —&
o' — ) _/ )t © =ty +ip (@ —2) (2.21)
obtemos
1
Go(p. S — 2.22
O(p> CU) w _p2/2m ( )

Para completar a definigao de Gy(z’ — ) é necessario uma regra para fazer sentido
da singularidade de Go(p,w) para w = p*/2m. Essa regra é ditada pela condicao da
funcao de Green ser retardada, isto é

Go(2' —2)=0  para t' <t (2.23)
este resultado é facilmente obtido se adicionarmos uma parte imagindria infinitesimal
ie ao denominador de Gy (p,w), isto é,

1
Go(p,w) =
o7 ) w — p?/2m + ic

(2.24)

Entao no plano complexo w a singularidade fica abaixo do eixo real como se pode
ver na Figura 4l Para ¢’ < t a exponencial e =% obriga a fechar o contorno
de integracao na Eq. (2220 no semi-plano superior e obtemos zero pelo teorema dos
residuos (ndo hé polos nesse semi-plano). Para ¢’ > t o contorno deve ser fechado
no semi-plano inferior e obtemos

43 IR oo g —iw(t' —t)
Go(z' —z) = / P eir@ =) / = .
(2m)3 Lo 2m w—p%/2m +ic

3 2
= _Ze(t/ — t)/ (;l ];3 eiﬁ'(f’—f) e_iQP_m (' —t)
m
N (al d3p Yo

onde ¢,(Z,t) representa a onda plana
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6p(, 1) = Pt (2.26)

A expressao da Eq. ([2.25) é para o caso particular das ondas planas da teoria
livre, um exemplo dum resultado geral. A funcao de Green pode ser sempre obtida
como uma soma sobre um conjunto completo de funcoes proprias do correspondente
operador diferencial, isto é,

Gla',x) = =i0(t' = 1) Y dula) ¢5(2) (2.27)

A fungao de Green completa G(2',x) é em geral dificil de calcular pois toda
a informacao sobre o sistema é necessaria, em particular sobre os estados ligados

contidos na Eq. (2:27). Normalmente serd obtida em teoria de perturbagoes a partir
de V e de G,.

2.4 O propagador da teoria relativista

O ponto de partida é a interpretagao de G(z’, ) como a amplitude de probabilidade
para propagar a particula de z para 2’. Esta amplitude é dada por uma soma de
amplitudes

G, r) = Go(x',x)+/d4x1 Go(2', 21)V (21)Go(21, )
+/d4$1d4l’2 G()([L’/,ZL’Q)V([L’Q)G()(ZL’Q,l’l)V(l'l)Go(l’l,ZL’)

(2.28)

A contribui¢ao de ordem n corresponde ao diagrama de espaco tempo representado
na Figura2.5l A interpretacao é que uma particula é criada em z, propaga-se até x;
onde é aniquilada e outra particula é criada pelo potencial V' (1) propagando-se até
To e assim sucessivamente. Esta interpretacao proporciona-se a ser usada na teoria
relativista devido a sua énfase no espaco tempo em vez do Hamiltoniano.
Pensando na teoria de Dirac para eletroes e positroes, vemos que os processos
possiveis devem ser mais complicados dos que os descritos até aqui, pois temos de
descrever a possibilidade de criacao de pares e a sua aniquilagao. Diagramaticamente
tais processos seriam do tipo dos representados nas Figuras 2.6 2.7] e 2.8 Para ser
capaz de descrever estes processos precisamos nao s6 de saber a amplitude para
um eletrao ser criado em 1 e propagado de 1 para 2, mas também a amplitude
para os positroes. Estas amplitudes serao dadas pela teoria dos buracos. Assim
como a existéncia dum positrao é associada com a auséncia dum eletrao de energia
negativa do mar de Dirac, podemos ver a destruicao dum positrao em 3 como sendo
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Y

Figura 2.5: Contribuigao de ordem n da Eq. (2.28)).

T

Y

Figura 2.6: Criacao do par e”e™.

Figura 2.7: Diagrama com criacao e aniquilacao de pares e”e™.
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Y

Figura 2.8: Diagrama com criacao e aniquilacao de pares e”e™.

equivalente a criacao dum eletrao de energia negativa nesse ponto. Isto sugere a
possibilidade da amplitude para criar um positrao em 1 e destrui-lo em 3 estar
relacionada com a amplitude para criar um eletrao de energia negativa em 3 e
destrui-lo em 1. Entao os diagramas anteriores serao interpretados em termos de
eletroes de energia positiva propagando-se para o futuro e de eletroes de energia
negativa propagando-se para tras no tempo.

Vamos entao encontrar a fungao de Green para a propagacao de eletroes e po-
sitrdes. A equacao de Dirac em intera¢do com o campo eletromagnético é (e > 0 e

Qe = _1)
(i) — e Qe —m)¥(z) =0 (2.29)

pelo que a correspondente funcao de Green serd

(i@ — e QoA — m)Sy(2',x) = i0* (2" — x) (2.30)

Tal como no caso nao relativista a funcao de Green completa é complicada de calcular
e s6 pode ser obtida em teoria de perturbacoes. No entanto o propagador livre é
facil de calcular. Obedece a equaga

(i —m)Sp(a', z) = i0* (2’ — ) (2.31)

Notando que Sg(2’, x) = Sp(z’ — ) e aplicando a transformada de Fourier obtemos

Sp(z' —x) = / (373;4 e~ P @D G (p) (2.32)
pelo que
(p—m)Sp(p) =1 (2.33)

30 i na Eq. 230) e Eq. 231) foi introduzido por conveniéncia futura e nao tem qualquer
significado fisico.
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A Zm(p®)

» VI + m?
T2 x Re(p°)

Figura 2.9: Posicao dos polos no plano da varidvel complexa p°.

donde obtemos

_ :i(]b+m)
p—m  pP—m’

Sr(p) p* #m’ (2.34)
onde a primeira igualdade é uma maneira formal de representar o inverso da matriz.
Para completar esta definigao precisamos de indicar a maneira de tratar a singulari-
dade. Como vimos anteriormente, no caso nao relativista, a prescricao usada para a
singularidade tem que ver com as condigoes fronteira a impor as fungoes de Green.
Da discussao anterior resulta que devemos impor condigoes tais que as energias posi-
tivas sejam propagadas para o futuro e as energias negativas para o passado. Tendo
em conta a nossa discussao no caso nao relativista, resulta facilmente que devemos
deslocar os polos como indicado na Figura 2.9 Entao para t’ > ¢ contribuem as
energias positivas e para t' < t as energias negativas. E f4cil de ver que a localizacao
dos polos é obtida dando uma parte imaginaria negativa e infinitesimal a m?, isto é

m? — m? — ie (2.35)

Com esta prescricao o propagador escreve-se

(b +m)

Sr(p) = [ s (2.36)

e os polos sao

po==* (\/ P +m? — z’f) (2.37)

o que corresponde a localizacao da Figura[2.9. Podemos agora fazer a integracao na

Eq. (2.32)) obtendo

Sp(a’ —z) = / dp L [(]b—l— m) e~ P@ =) gt — t)

+(—p+m) et (@' =) 6(t — t')] (2.38)

Se definirmos ondas planas normalizadas por
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r _ L wr e—iar-p-x
Yy (z) = oh (P) (2.39)

entao podemos escrever

3 2

Sela' —a) = 0 1) [ T2 > @) @)

(271-)3 r=1
4

ot~ 1) / (j—pr;u')@;(x) (2.40)

71')3 r=3

onde usamos as Eqgs. (IL.I68) e (ILT70) e os indices de Dirac estao implicitos. Eq. (2.40)
exprime Sp(z’ — x) como uma soma sobre as fungdes préprias do operador de Dirac
livre. Destas expressoes é claro que as solugoes de energia negativa (r = 3,4) sao
propagadas para tras no tempo (' < t) e as de energia positiva (r = 1,2) para a
frente (¢’ > t).

A partir do propagador livre podemos estabelecer uma expressao formal para o
propagador completo, que serda adequada a uma expansao perturbativa. Para isso
partimos da equacao de Dirac na forma (2.26), isto é,

(i — e Q.A —m)Sy(a', z) = id* (2’ — 1) (2.41)

Obtemos entao

(i —m) Sp(a’,2) = i6* (2 — ) + e Q.A'Sk(a', x)

= / d'y 62 —y) [6*(y — 2) —ie Qe A(y)Sp(y — )]

— (if - m) / dy Sp(a' —y) [5'(y — ) — ie QuA(y) Sy, 2)]

(2.42)
onde se usou
(i —m)Sp(z’ — x) = i6* (2’ — 2) (2.43)
Da Eq. (2.42) resulta
Spla's) = Se(e’ — ) ~ic Q. [ d'y Se(@ ~AWS;r) (244

que é uma equacao integral para S que pode ser resolvida perturbativamente.
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2.5 Os elementos da matriz S

Nos vamos estar sobretudo interessados em problemas de difusao, pelo que temos
de encontrar uma expressao para os elementos da matriz S. Para isso notemos que
a solucao da equacao de Dirac com interagoes

(i = m)¥ = e Qe AV (2.45)

se pode escrever, de modo semelhante ao caso nao relativista, na forma

W) = v(e) — ie Q. [ d'y Sp(s— ) AW)V() (2:46)

Usando a expressao explicita, Eq. (240), para Sgp(z — y) obtemos

i W)~ 0(0) = [ 55 S vl |-ie@. [ay Tmaev)|  2an

t——+o0

im0~ v(e) = | (;lT]; S () [ﬂ'e@e [ E;wm(y)wy)} (2.48)

t——o0

mostrando, de facto, que a onda difundida tem s6 energias positivas no futuro e
negativas no passado. Usando agora a definicao da matriz S

RN CI .
S t_l}g;loo &’z p(z) V() (2.49)
obtemos
S5 = 0y — e Quey [ d'y Ty AW T) (2.50)
onde €5 = +1 para frequéncias positivas no futuro e e; = —1 para frequéncias

negativas no passado e ¥y ¢ uma onda plana com os nimeros quanticos apropriados
para o estado final. A Eq. (250) é o resultado fundamental deste capitulo.

Para a descricao dos estados iniciais e finais, devemos ter, de acordo com a
discussao anterior,
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_ (py,85) et (s, s7)

€ (pi7 Si) (pi, Si)

Figura 2.10: Estado inicial e final para eletroes e positroes (ver as Eqgs. (2.51]) e

[2.52)).

Estado inicial

eletrao — Vv =

positrao  — ;= v(pys,sp) €PF7 (2.51)

Estado final

~ 1 1 —iprx
eletrao  — Yy = Nl u(py,sy) e P!
1 1

positrio  — ¥y = —= — v(p;, 8;) P (2.52)
V2E

3

Nestas convencgoes, os momentos sao os indicados na Figura2I0 e, por simplicidade,
normalizamos ) para probabilidade 1 numa caixa de volume V. De facto

11 1
/Vd?’x %Wz’ = VQEiUT(pi,Si)U(pi,Si)/Vd3$ = V/Vd?’x =1 (2.53)

onde se usou (ver Problema [L39), uf(p;, s;)u(pi, s;) = 2E;. Deste facto resulta o
fator 1/v/V nas expressoes anteriores.
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Problemas

2.1 Mostre que o propagador de Feynman Sg(z’, z), para a particula livre, se reduz
no limite nao relativista ao propagador retardado da teoria de Schrodinger.

2.2 Deduza a equagao Eq.([2.38).
2.3 Verifique a equacao Eq.(2Z40).

2.4 Mostre que partindo de Eq.(2.49) e usando as expressoes Eq.(2.47)) ou Eq.(2.48))
se obtém a equacao Eq.(2.50).



Capitulo 3

Regras de Feynman para QED

3.1 Introducao

Vamos neste capitulo usar os resultados anteriores para abstrair um conjunto de
regras bésicas para calcular qualquer processo em Electrodinamica Quantica (QED),
isto é, na teoria quantica relativista de interacao entre eletroes e fotoes.

O resultado central do capitulo anterior, pode-se escrever em termos dos elemen-
tos da matriz S,

Spi = —ie Q. / YT, AT (£ ) (3.1)

Seguindo o método de Feynman [19,20], vamos usar este resultado para problemas
simples, retirando as regularidades que reuniremos no final como as chamadas Regras
de Feynman. Notar que estamos a usar a convencao usual, em que e > 0 é a carga
do positrao e (), = —1 para o eletrao.

3.2 Difusao de Coulomb para eletroes

Consideremos primeiro a difusao de Coulomb, isto é pelo potencial,

—ZeQ,

yEE ; A(z)=0 (3.2)

A(x) =
Trat icl fi 1 A° ; teri a anti
ratamos o ntcleo como fixo pelo que A”(x) é um campo exterior nao quantico.
Em ordem mais baixa aproximamos ¥;(z) por uma onda plana, isto é,
1

V() = (pis si)e™ P (3.3)

1
———u
V2E; VvV
De igual modo o estado final sera

— 1
¢f($) = 38,

1 .
—_T(py, 5 ,)eP 3.4
N (s, s7) (3.4)

91
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pelo que
ie*Z 1 1 i(pr—pi)w
S P = - u , S Ou iy Si /d%[‘i_, 3.5
e AN TR T (pyrs s£)7 ulpi, si) 7] (3.5)

A integragao em d*z dé (¢ = py —p; é o momento transferido) (ver Complemento B.1]
para os detalhes),

i(py—pi)x —iq-Z
/ A = (2n)d(E; - E) / dBzS

| 7| | 7|

1 o0
= (2m)o(Eyf — Ei)27r/ d cos 9/ d| % || | e IElcost
—1 0

4
— (2m)d(E; — Ei)ﬁ (3.6)
Substituindo na Eq. (8.5) obtemos

1 alpy, sp)y ulps, si)
VAE;E | 7]?

Notar que, como estamos a admitir o nicleo sem recuo, ha somente conservacao de
energia.

1
Spi = z’Ze2V 216(Er — E) (3.7)

d3pf 0.
) pelo que a probabilidade,

O numero de estados finais no intervalo d3pf é V@?,
por particula, para transitar nesses estados é

d®p
Z2(4ma)? | ulpy, sy ulpi s0) I°_ dpy 2
: : 26 (E; — E; .
2B,V (7 @mynE, PO B (38)

onde se usou e? = 4ra. Nesta expressao o quadrado de funcao delta requer uma

explicacao. Para isso comecemos por considerar transi¢coes no intervalo de tempo
(=T/2,T/2). Entao

T2
(2m)§(Ey — E;) = lim dteiEr—Bot
T—o00 —T/2
. sin[T/2(Ey — E;)]
B Th—r>rc>102 Ef—E; (3.9)

Para T fixo, esta curva tem o aspeto da Figura 3], e a area limitada pela curva
¢ 2m. Para ver isto basta usar o resultado
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2 sin (T/2(E—E))
E—&

AL A A
AR

Figura 3.1: Representacao da aproximacao a funcao delta de Dirac.

* sing m
/0 d€ £ 2 (3.10)
Entao
276 (Ey — EZ)]2 =210(0)2n0(Ey — E;) = 2nTo(Er — E;) (3.11)

o que é equivalente a fazer (no limite 7" — 00)

275(0) = T (3.12)
De facto, usando a definicao da Eq. (3.9) obtemos

T/2
276(0) = lim dt = lim T (3.13)
T—o00 ~T/2 T—o00
Introduzindo este resultado na Eq. (8.8)) e dividindo pelo intervalo de tempo T,
obtemos a taxa de transigé

_Az2a? | au(py, sp)y u(pi, si) |2 d3pf5
- 2BV | ¢4 2F;

Para se obter a expressao da secgao eficaz de difusao é necessario dividir pelo
fluxo de particulas incidentes. O fluxo é dado por

Ry, (B; — E) (3.15)

! Usamos muitas vezes uma notacdo simplificada. Aqui
d’py = |py|*d|py|dQ . (3.14)

Usamos também por vezes o mesmo simbolo p para o 4-momento e para o médulo da sua parte
espacial.
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l

= ¢l(x)ay(z) (3.16)
Usando a forma explicita
1 VE; x(s) .
= YT i ] e (3.17)
VV V2E | ZE(s)
é facil de mostrar que
| Foe |= =2 5 |= = 21 (3.1)
e 1= yog,~ 1 PT VR, '

que tem a interpretacao habitual duma densidade, (1/V'), vezes a velocidade, (p;/ E;).
Entao a seccao eficaz diferencial sera
do [ 2% | a(ps)y u(pi) > Pydpy
Q=) TR ar B

3(E; — E) (3.19)

Finalmente, usando pydps = E¢dE; podemos escrever o resultado final,

do  Z*o?

Q| q

Usando as expressoes explicitas para u(p,s) é facil de ver que no limite nao
relativista

| @(ps, s )7 ulpis 5i) |2 (3.20)

|ﬂ(pfa8f)70u(piasi)|2 - 4m268i78f (321)

pelo que obtemos a férmula de Rutherford

2.2, 92
(55) 2o (32

Ly K
Em geral, no caso relativista, é preciso usar a Eq. (820). Na prética nao é
determinada a polarizacao nem do feixe nem do eletrao difundido, pelo que o que
verdadeiramente interessa experimentalmente é a chamada seccao eficaz nao polari-

zada que se obtém tomando a média dos estados iniciais e somando sobre os finais,
isto é

doe 1 do

2 £~ dQ

Si,Sf

Para se calcular esta soma ZSM podia-se em principio usar as expressoes explici-

tas para 7% e u(p;, s;) e fazer as contas. De facto é muito mais simples transformar
a soma em tracos de matrizes . Para isso notemos que
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> 1a(pys, sp)7 ulpi si) =

8i,Sf

— 0f .0
= Talprs 59)705ts(Pir 50Ul (pis 5:) Vs 1rto (P S5)

5i,5¢
= uo(pr. s)Ua(ps, 5p)70s Y us(piy s:)s(piy $:) 750 (3.24)
Sf S4

Agora usando
D talp, )Ts(p, s) = (p+ m)ag (3.25)
+s

podemos reescrever a Eq. (3.224) na forma

D w7, 1wl )P = T [y + )3 + ) (3.26)
e portanto
3_; - 2Z| q(ié|4Tr [(]bf +m)y" (b + m)vo} (3.27)

Antes de prosseguirmos notemos que o procedimento que levou a Eq. (3.20) é
geral. Se tivermos que calcular

> alpy, sp)Tu(pi, i) (3.28)
obtemos "
=T |(f; + m)T (4, + m)T | (3.20)
onde
[ =Tt . (3.30)

e I' é qualquer combinagao de matrizes 7.

3.3 Teoremas sobre tracos de matrizes -y

Vimos na seccao anterior que a soma sobre os spins se podia transformar num
trago de matrizes . Para tirarmos partido desse resultado precisamos duma forma
expedita dos calcular. A primeira observagao é que os tracos sao independentes da
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representacao. Isto resulta da forma geral de mudar duma representacao para a
outra

A* = U Iy*U (3.31)

e da propriedade ciclica dos tracos.
Os outros resultados vamos apresenta-los sobre a forma de teoremas, alguns dos
quais deixaremos a demonstragao como exercicio.

Teorema 3.1 O tragco dum niumero impar de matrizes vy € zero.

Dem:

Tr [y -t ] = Trldy--d,7575]
= Trlysgy -, 7]
= (=1)"Trd -] (3.32)
Entio para n impar o traco é nulo.

Teorema 3.2 Os tracos de 0 e 2 matrizes v sao

Tl =4
Tr[dp] = :fr[(l;ji)] = 5 Te[(dp + pd)] = a- b Trl (3.33)

Teorema 3.3 O trago de n matrizes v obtém-se por recorréncia a partir de tragos
de n — 2 matrizes 7.

Tr[¢i1"'¢in] = a1-a2 Tr[ﬁs"'ﬁn] —ar-as Tr[¢i2¢i4~-~¢in]

+--4ay-a, Tr [¢i2 o ¢in—1:| (3.34)

Este teorema tem um coroldrio importante,

Corolario: Para 4 matrizes v temos:

Tr [¢i1¢i2¢i3¢i4] = ar-ap Ir [¢i3¢i4] —ap-az Ir [¢i2¢i4] +ar-aq Tr [¢i2¢i3]
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= 4[@1'&2CL3'CL4—CL1'CL3CLQ'CL4+CL1'CL4CL2'CL3] (335)

Teorema 3.4 Os tracos com a matriz 5 obtém-se a partir dos sequintes resultado®
Trly] =0
Tr [ys4tp] = 0 (3.36)
Tr [ysdpid] = —4ic wpeatb”c?d? .

O teorema seguinte nao é sobre tragos mas é importante pois permite reduzir o
nimero de matrizes v em alguns tracos:

Teorema 3.5

Tyt =4
’YWWH = —24
Vuftpr* = 4a.b (3:37)

Tty = —2(bg
Tudtbldt = 2 [ddhe + (hid]

e finalmente um tltimo resultado muito 1til,

Teorema 3.6

Tr [¢i1 e ¢i2n] =Tr [¢i2n e ¢i1] (3.38)

3.4 A seccao eficaz de Coulomb.

3.4.1 Calculo usando a técnica dos tragos

Depois destes teoremas sobre tracos podemos entao calcular a seccao eficaz de Cou-
lomb para feixes de eletroes nao polarizadas. Como vimos, esta era dada por

j_g B 2Z| §|4Tr [(]bf +m)(; + m)vo} (3.39)

Obtemos entao

Te [ (B +m)°( +mn®| = T B8]+ mPTr [109°]

2Para as propriedades do tensor de Levi Civita e#*?” ver o Problema [.23]
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= 8E;E; —4p; - py + 4m® (3.40)

é usual escrever a seccao eficaz em termos do angulo de difusao, conforme a ci-
nemética da Fig. 3.2,

/

p

PN/
p 2
— -t -» 2

Figura 3.2: Cinemadtica para a difusao de Coulomb.
Entao (E = Ez = Ej),

pi-pr=E*— | p|* cos = m® + 23°E*sin® (0/2) . (3.41)

Obtemos portanto,

%Tr by +m)y°(h; + m)vo] = 4E” (1 — f*sin*(0/2)) (3.42)

| 71*=4]p|*sin® (6/2) (3.43)
Pondo tudo junto obtemos para a seccao eficaz diferencial

do Z2a?
dQ 4| p|? p2sin* (0/2)

[1— B*sin’ (6/2)] (3.44)

que ¢ a chamada secgao eficaz de Mott [2I]. No limite § — 0 reduz-se a férmula de
Rutherford.

3.4.2 Calculo usando spinores de helicidade

Para comparacao vamos calcular a seccao eficaz de Coulomb usando uma repre-
sentacao explicita para os spinores, os spinores de helicidade que vimos no capitulo [
Como vimos, a parte relevante é

Y (hs, hi) = a(pys, b)Y u(pi, hy) (3.45)

onde h; e hy sao as helicidades do estado inicial e final. O objetivo é calcular

(IYEDP+ YL DP+ YD+ YD) (3.46)

N —

1
S Wy ) =

hihy
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Para efetuar este calculo usamos a forma explicita dos spinores de helicidade, Eq. (L239).
Para a nossa cinematica obtemos

1 0 c —S
0 1 S c

uT(pi) =N n ) ui(pi) =N ol uT(pf) =N ne ) U¢(pf) =N ns (3'47)
0 - ns —nc

onde usamos a notagao simplificada

c=cos(6/2), s=sin(0/2), n = E@m = Eﬁfm’ N=VE+m (3.48)

Usando 7°4° = 1, obtemos,

Y (1, 1) =ul(ps)ur(p;)

=N? [cos(6/2) + n? cos(8/2)] = cos(6/2) <N2 + 5;52)
—2F cos(0/2) (3.49)
De modo semelhante
Y ({,1) =N?[—sin(0/2) + n*sin(6/2)] = —2msin(6/2)
Y (1,4) =N?[sin(0/2) — n*sin(6/2)] = 2msin(6/2)
Y (}, 1) =N?[cos(0/2) + n” cos(0/2)] = 2E cos(6/2) (3.50)

e portanto

% 7Y (hy, ha)[? =AE? cos(0/2) + dm? sin(6/2)

hf7hz

=4E* (1 — 5*sin*(6/2)) (3.51)

que ¢é exatamente o mesmo resultado que encontramos com a técnica dos tragos,

Eq. ([332])
E interessante ver os limites nao relativista e relativista das expressoes anteriores.
No limite nao relativista, £ >~ m e obtemos

Y (19, 1T.) = 2mcos(6/2) Y (1o, 4.) = 2msin(6/2)
Y(lo,12) = —2msin(0/2) Y (L, ) = 2mcos(6/2) (3.52)

correspondendo aos bi-spinores nao relativistas

16,1) = E?j((zgﬂ . 16,4) = [_sg;gggﬂ . (3.53)
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Por outro lado no limite relativista, s6 ha duas amplitudes nao nulas,

Y (9, T2) = 2B cos(0/2) = Y (o, ) (3.54)

Isto porque nesse limite a helicidade é igual a quiralidade (para particulas) e a
interacao de QED preserva a quiralidade,

VY = Yry"r + YrY YR (3.55)

Assim as helicidades permitidas estao representadas na Fig. [3.3]

Figura 3.3: Helicidades permitidas no limite relativista

3.5 Difusao de Coulomb de positroes

Vamos agora considerar o caso em que o feixe é de positroes. Como vimos o elemento
da matriz S é

Spi = ieQ, / 44 () ) (z) (3.56)

onde o estado inicial é no futuro e o final no passado. Isto quer dizer que devemos
tomar

1 1 -
VYi(r) = 7@%“”’8”6 !
vr(r) = L v(pisi)e® (3.57)

V2E; JV
correspondendo a seguinte situacao descrita na Figura 3.4 Entao

(. <. )~0 d4_$i(pf—pz‘)~x 3.58
U(pi, )7 v(pys Sy) Tk (3.58)

Ze? 1 1
/L —_—
47 V\/QEZ' 2Ef

Prosseguindo agora do modo que levou da Eq. (B.7) a Eq. (8.27) obtemos

<d6> . - ﬁ Z | 9(pi, 8:)7 0 (py, 85) | (3.59)

Sfi:—

i), " 2[qf

SfsSi
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et (pfa Sf)

et

(pu Si)

Figura 3.4: Difusao de Coulomb para positroes.

Usando agora a relacao para os spinores v

> olp,s)0(p,s) = (p—m) (3.60)

s

obtemos

(j_g)ﬁ - % T (4 = m)r (= m)y’ (3.61)

que é a mesma expressao que para o caso dos eletroes com a troca m — —m. Como
o resultado para a difusao de eletroes era par em m, a secgao eficaz de difusao é a
mesma para eletroes e positroes em ordem mais baixa em «.

3.6 Difusao eletrao-muao (e +pu~ — e +p7)

Vamos agora considerar o caso em que a fonte do campo eletromagnético nao esta
estatica, mas também se move. Em vez de considerarmos a difusao eletrao-protao
vamos antes considerar a difusao eletrao-muao. A razao para isto deve-se a ser
mais realista por ambas serem particulas pontuais ao contrario de protao, que tem
estrutura internaﬁ.

O elemento de matriz é dado por

S = —ieQ, / A () () A () (3.62)

onde v; e 1y dizem respeito aos eletroes. SO temos que calcular o campo A,(x).
Este campo é criado pelo mudo. Serd dado (na gauge de Lorentz) pela solugao da
equacao

0A*(z) = J*(x) (3.63)

3Podiamos ter considerado a difusdo eletrdo-eletrdo, mas teriamos um complicacdo adicional
devido ao facto de termos duas particulas idénticas. Ver Problema [5.3]
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onde JH(x) é a corrente eletromagnética devida aos mubes. Ora os mudes sao
particulas em tudo idénticas ao eletrao (exceto que pesam cerca de 200 vezes mais)
pelo que devemos ter

Jx) = eQu Uy (x)y" ¢l (x) (3.64)
onde eQ, é a carga elétrica do =~ com (), = —1. A Eq. (8G3) é resolvida com a

técnica das funcoes de Green que no capitulo anterior vimos conduzir aos chamados
propagadores de Feynman. Para o fotao temos

DD (z —y) = ig"" 8" (x — y) (3.65)
o que da para a transformada de Fourier

|n% _gwj

DF (k) =1 ]{?2
Tal como nos casos estudados anteriormente é preciso decidir o que fazer no polo
k* = 0. Um raciocinio semelhante ao feito para os eletroes mostra que a escolha
correta é

(3.66)

Guv
Dgp, (k)= —
Fu (k) B2+ ic

que assegura que somente as energias positivas sao propagadas para o futuro.
A solugao da Eq. (B.63) é entao:

(3.67)

Al(r) = — i / D (@ — y)J,(y)
— / FyD(x — ) e QT (gl () (3.68)

Usando a Eq. (B.68) e a Eq. (8.64) na Eq. (8.62]) obtemos o elemento de matriz

St = (—ieQ.)? / d*zdy §(2) 7,0 () D (x — )by () wdl () (3.69)

o que apoés a introducao das solugoes de onda plana da

. . 2 1
Spi = i(eQ.) (2m)* 6% (p1 + p2 — p3

1
V2 _p4) e~ e e w
V2B 2By 2By 2F!
1

[ﬂ(p?)’ })’Y”U(pla S;r)]

— /

|:U,(p47 Se>f>/,uu(p27 86)] (pl — p3)2 n ’ig
1 1 1 |

= e — (2m)"6" (p1 + p2 — ps — pa) i My (3.70)

\/ 2B 2E° \/ 2B 2E!
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onde a quantidade ¢ My; é dada por

My = [ﬂ(m,S;)(—ieQev")U(pz,se)](pl__;% (ps, s,- ) (—ie Q" )u(p1, s,-)
(3.71)

e os momentos sao os indicados na Figura Nao ha convengao uniforme para a
definicao da amplitude M, diferindo as varias defini¢oes de fatores i e de norma-
lizagoes. Nas nossas convengoes, as fungoes de onda tém um fator de normalizagao

1 1
Ny=————— E,=+/[p]2+m? 3.72
p \/V\/E p |]51 m ( )

0 que, como vimos, corresponde a uma particula por unidade de volume V. Entao
a nossa definicao de M é,

(27)15? (Zpi - pr> HNZ-HNf] iM (3.73)
i f i f

O diagrama da Figura B.H (dito diagrama de Feynman), vai ser uma maneira
de nos recordarmos dos diferentes termos que devemos colocar na transicao i — f.
Assim a cada linha a entrar o diagrama para eletroes (ou muoes =) temos um
spinor u. Para cada linha a sair do diagrama para eletrdes (ou p~) um spinor .
O fotao (virtual, pois k* = p; — p3)? # 0) é representado pelo seu propagador e
cada vértice corresponde a quantidade (—ie Q.7,). A expressao diagramadtica para

tempo

Figura 3.5: Processo ey~ — e ™.

o vértice estd representada na Figura 3.0l Estas sao parte das regras de Feynman
que enunciaremos mais completamente a frente. De momento voltamos a Eq. (3.70)
e vejamos o que acontece aos diferentes termos quando se pretende calcular a secgao
eficaz.

3.6.1 Funcao delta

Tal como no caso de difusao de Coulomb, é preciso calcular o quadrado duma funcao
delta para passar duma amplitude de transi¢ao para uma probabilidade. Nesse caso
um tratamento apropriado deu a regra
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Figura 3.6: Vértice de QED

276(E; — E))* = 2nT6(Ey — E)) (3.74)

onde T é o tempo durante o qual se da a interacao. No nosso caso temos 4 fungoes
delta assegurando a conservagao de energia-momento. Nao é dificil de ver que de-
vemos ter

[(2%)454 (Z P — Zp,)} i = VT (2r)** (Z P — Zp,) (3.75)

3.6.2 O espacgo de fase

Para calcular a seccao eficaz vamos ter de somar sobre todos os estados de mo-
mento acessiveis as particulas no estado final. O ntimero de estados com momentos
compreendidos entre ps e p3 + dpz e py e ps + dpy é dado por

d? d?
P3 P4 (3.76)
(2m)3 " (2m)?
numa generalizacao 6bvia dos resultados anteriores.
3.6.3 O fluxo incidente
Obtemos para duas particulas no estado inicial,
> Lipt  po L.
| Jinc |: 170 ol — _| Urelativa | (377)
Vi pg v

Para uso futuro, notemos que a combinagao de V' | Tine | com os fatores que na
Eq. B10) tém que ver com a normalizagdo das particulas incidentes (depois de
quadrados para obter | Sy; |?) é dada por

V| Jine | 2E7 2B = 4| pips — poph |

= 41 p2)2 —m2m2 (3.78)
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onde a ultima expressao mostra que é uma quantidade invariante de Lorentz. Para
se chegar a Eq. (B18) é necessario admitir que p; e py estdo na mesma dire¢ao, o
que é o caso para uma experiéncia de difusao usual. Antes de terminar esta seccao
ha uma questao que queremos referir. A deducao que aqui foi feita para o fluxo
incidente considerou que as particulas incidentes eram fermioes (de facto eletroes ou
positroes). Que acontece quando consideramos por exemplo fotdes como no efeito
de Compton. No Complemento [B.2] mostramos que obtemos o mesmo resultado
também nesse caso. Isso justifica o uso da Eq. (B78)) em todos os casos.

3.6.4 A seccao eficaz de difusao

Temos agora todos ingredientes para calcular a seccao eficaz de difusao. Primeiro
determinamos a taxa de transicao por unidade de tempo e por unidade de volume,
isto é

1

V,T—o00o VT

Usando os resultados anteriores temos

1 1

s eoeoag | Myi 3.80
vioaae | (380)

wy; = (2m)*0* (p1 + p2 — p3 — pa)
Depois dividimos pelo fluxo incidente e pelo ntimero de particulas no alvo por uni-
dade de volume, que é justamente 1/V com as nossas normaliza¢oes. Finalmente
para se obter a seccao eficaz é necessario somar sobre o estado final. Obtemos, com
todos os fatores

d3p3 d3p4 2 \%
- = i .81
/(27T)3 (2m)3 | Tine ‘wf (3.81)
ou
d*ps d’py 1 1 p et ,
7= ] erp e e R v [ ) Pt pe s e [ My [ (3.82)

Agora usamos a Eq. (8.78) para reescrever a secgao eficaz numa forma mais sugestiva,

(3.83)

U_/ : M i|*(27)*6* (p1+p2—ps—pa) d'ps _d'ps
- 7 1 2 M3 /M4
44/ (p1 - pa)?— m3m2 ! (2m)32p8 (2m)32p]

que é um resultado fundamental. Na Eq. (3.83)) ha trés partes distintas:

e Estado inicial
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O fator
1

4\/(171 “p2)? — m%m%

tem que ver unicamente com o fluxo incidente e com o alvo, isto é, com o
estado inicial (do ponto de vista da experiéncia no laboratério, claro).

(3.84)

e Estado final
O fator

d*ps d’py
2m)32p§ (27)32p}
tem que ver com o estado final. Qualquer destes dois fatores puramente ci-
nematicos foi escrito numa forma que é invariante de LorentzH, particularmente
util para os calculos. De facto enquanto que o fator de fluxo é obviamente um
invariante de Lorentz, o do espaco de fase resulta do seguinte:

(2m)*0% (p1 + p2 — s — p4)( (3.85)

|55 = [t o7 - w20 (3.56)

e Elemento de Matriz

Finalmente a fisica estd no elemento de matriz | My; |* que, como vimos,
associamos a um diagrama de Feynman. Notar que todos os fatores de V'
cancelaram na Eq. (3.83). Esta expressao é o resultado fundamental, que
usaremos no seguimento sem demonstracao. Desde que sejamos consistentes
na normalizagao dos spinores em | M ; |2, nao mais teremos que nos preocupar
com os fatores de normalizagao das ondas planas.

2.

Para calcularmos a seccao eficaz temos de voltar a | My, Admitindo que os

feixes nao estao polarizados temos

(M) =3 30 | My = 33 [ S0yt s, s nton, 500 i
= @y T+ mor® (o + mon ) T [0 + my )+ )l
= (22)2 [(p4 -p3)(p1 - p2) + (p3 - p2)(p1 - pa) — mE(p1 - p3)
- mi (p2 - pa) + Qmimg
(3.87)

4Mais precisamente, para transformacdes de Lorentz segundo o eixo da colisdo.
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Para prosseguirmos é preciso escolher a cinematica. Esta esta ligada a escolha
dum referencial. H& dois referenciais privilegiados para efetuar os calculos, o cha-
mado referencial do laboratorio, onde py = 0, e o referencial de centro de massa,
onde pj + p5 = 0 (melhor seria designé-lo por referencial do centro de momento, ou
simplesmente referencial CM). Vamos aqui explicar a cinemética dos dois referenciais,
deixando para a sec¢ao B.10 o calculo da secgao eficaz.

Referencial do Laboratério

Neste referencial ps = 0, pelo que a cinematical é a indicada na F igura [3.7, onde

b1 = (Ebﬁl) b3 = (Eg,ﬁs)
p2 = (me,0)  ps= (B +m. — B3, )

(3.88)

o que conduz a

V01 p2)? = mimd = 3B} — mim3 = piy e (3.89)
e portanto

d3p3 d3p4
2m)32p3 (27)32p]

1
= My ]2 2n)* 6 — e —
o /4mep1Lab | My | (2m)" 6" (p1 +p2 — 3 P4)(

1 d*ps 0 0 0 0 )

a 64mem2p1ra J P DY 6(p1 +po —p3 —pa) | My |
1 d| ][ 73] dS

© 64rPm P1Lab / 3 pY O(ph +p2 —ps —p) | My |” (3.90)
e La 3P4

Finalmente integramos em p3 restando s6 duas variaveis independentes no problema,
os angulos do muao difundido. Assim temos

do 1 d|ps||ps|? - = ——
[ s (TR Fr TR =215 T ot +

ds? a 647T2mep1Lab pg pg

5Nesta seccao e na seguinte usamos por vezes m; com i = 1,2, 3,4 para ficarmos com férmulas
gerais que sirvam para outros casos.
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+4/| P5 [2 +mj, —me — El) Ml

= e = |P5|[ 95 0 = 0 = 0l =
64m2me | py | pa | o3| +p3 | P3| —ps® | p1 | cost

| M) (3.91)

onde usamos a seguinte propriedade da fungao § (ver Complemento [3.3])

o) =% 2 (3.92)

onde z; sdo os zeros de f(z). Obtemos finalmente,

d 1 D: i |2
@9 _ |11_3| | My | (3.93)
dQ  64m%me Py m, + B — PUEs o050

|73

onde, Es3 e psp,;, estao implicitamente definidos em termos de . Para cada angulo
0 podemos encontra-los. De facto, no referencial do Laboratério temos

p3s = (E37 Ovp3Lab sin 97 P31ap COS 9)

pr = (Ev+ma— E3,0, —p3pap, Sin b, pipa, — Papan €08 6) (3.94)

Usando p? = m?, é possivel obter para pz

B+ +vB? - AC
P3rap = A (395)

co1m

A = 4(E; +my)? — 4p%Lab cos 6
B = 2pij,,cos0 [(E + my)® —mj +mj — p%Lab]

2
C = 4mi(Ei+ma)’ — [(Er +ma)® —mi +mi—pir)] (3.96)

Para encontrar o resultado final, ndo haveria mais que introduzir a Eq. (3.87) na
Eq. (B93) e efetuar as integragoes angulares. Voltaremos a este exemplo, para
explicar os métodos de integracao, na sec¢ao [3.10l onde também discutiremos os dois

sinais na Eq. (3:95).

Referencial do Centro de Massa

No referencial do centro de massa (CM), podemos definir,

Pey = (v/5,0) = prem + paom = Pseu + pac (3.97)
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Figura 3.8: Cinematica do CM

onde /s é a energia total no referencial CM. Usando a Eq. (8.97)) é entao facil mostrar,

o S+mi—m3 o s+mj—mi
Picm = 2—\/§> Pocm = 2—\/§
s+m2 —m? s+m?2 —m?
ngM — #’ pQCM = # (3.98)
‘ — ‘ — >\(\/§7 m17m2) ‘ — ‘ _ )\(\/§7 m37m4>
pl CM 2\/5 ) p3 CM 2\/5
onde
Ay, 2) = /(22 — y? — 22)? — 4y22? (3.99)

Como no nosso caso temos m; = mg e my = my entdo também |Pi|qy = [P5]om-
A cinematica esta definida na Fig. B.8 Podera ser til relacionar os referenciais do
Laboratério e do CM. Notando que

Prap = (E1 + ma, Piran),  Pout = (v/5,0) (3.100)
obtemos
Vs = v <E1 + My —g'ﬁlLab)

—

0 = 5 (A — H(Er+ma)) (3.101)

donde se obtém

> DiLab Ey +mgy
5:77 V=
E1+m2 \/g

Com estas relagoes podemos obter

s =m]+mj;+2Em, . (3.102)

— — o m —
Picm = 7(]91Lab - 5E1) = 7§p1Lab

R =~ mo _,
- _ = ——Di1a 3.103
Pacm B my \/gplL b ( )

e portanto verificar que
Prom + Pacv =0 . (3.104)
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Calculemos agora a expressao para a secgao eficaz diferencial no referencial do CM.
A férmula geral é novamente a Eq. (8.83). Para calcular o termo de fluxo notemos
que da defini¢ao p; + p2 = (1/s,0) obtemos

2 2

pP1-p2 = 5 (3.105)
Entao
4\/(171 -p2)? —mim3 = 2 A(V/s,m1,my) = 4v/s |Prom| (3.106)
e portanto
do 1 d|ps| ‘ﬁs|2 0
- = 5 0 0V2 _ .2 2) (M2
10 64725 prom] / 200 V's — p3 \/(pg) m3 +mi | [Mypi
1 dp? | p- 5(pY —---
— - _ / P3 |pO3CM| (p3 - ) |Mfz|2 (3107)
6472\/s|prom| Pa P3
12
Py
e finalmente (ver Problema 3.6)
d 1 |p
i Pacul pg (3.108)

m - 647'('28 ‘ﬁlCM‘
Tendo em conta que |picm| = |Pscm| obtemos finalmente

do 1 |

Q) 64n2s
A integracao desta expressao serd feita na seccao B.I0. Agora continuamos com o
estudo das regras de Feynman.

Mil? (3.109)

3.7 Correcoes de ordem superior a e i~ — e -

Para calcularmos as correcoes de ordem superior ao processo anterior temos que
usar na expressao geral

Spi = —ic Q. / dhyT, (y) Ay) V() (3.110)

a corregao seguinte para V; obtida na Eq. (2Z40]), isto é

Ui(y) = —ie Q. / 4 2Sp(y — ) )i () (3.111)

obtendo

i) = / dyd' s () (~ie Q) Sk (y — o) (—ie Qe )i(2) Au(y) Au(w)  (3.112)
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A

(—ie Q™) A~ At (y)

(—ie Q) NN AY(2)

A

Figura 3.9: Corregoes de ordem superior. Linha do eletrao.

A A

Yy N\N\N\Y (—ie Q,ﬁ“')

T NN (—ie Q")

A

(_ie quul)

(_ie Q;fyl/ )

3

Figura 3.10: Corregoes de ordem superior. Linha do muao.

onde, como anteriormente, ; e @f sao ondas planas. Temos agora de calcular
A, (z)A,(y). Com a experiéncia ja adquirida é facil de ver que a Eq. (B.112) corres-
ponde a situagao descrita na Figura[3.9] e a origem dos termos A, e A, é a corrente
do muao. Como a corrente do muao é em tudo igual a do eletrao, devemos ter,

usando as Eqs. (3.64) e (8.68)
Au(y)A,}([L’) = /d4zd4w [DFNN/ (y — Z)DFVV’ ([L’ — UJ) + DF/M/’(y — w)DFV/,I/ ([L’ — Z)

Py (2)(—ie Q™) Sz — w)(—ie Q" )Wl (w)  (3.113)

correspondendo aos diagramas da Figura[3.10l Pondo tudo junto obtemos

S = [ diyatadtadn T (0)(~ie Qur)Si(y - 2)(—ie Q1" o)
| Drye (v = 2)Dis (= ) + Diyar(y = 0) Dy = 2)

U (2)(=ie Q) Sk(z — w)(—ie Quy” ) (w) (3.114)

Introduzindo as expressoes explicitas para 1,9 - - - e as transformadas de Fou-
rier dos propagadores somos conduzidos a expressao final no espago de momento

1 1 1 .
St =5 (2m)'0%(pr+p2 — ps —pa) i My (3.115)

V2B 28y \J2mamy Y
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p4u E A p3 p4‘ \ p3
-
VAVAVAV
A A 1
VAVAVAV
A A A A
p2 P1 p2 n

Figura 3.11: e"pu~ — e~ p~ em 2% ordem.

onde

My = MG+ M}, (3.116)

com M4, e M}, correspondendo aos diagramas a) e b) da FiguraBIT e dadas por

. a d'k _ _je m 2(154 —éé+me) e a
iy, = [ s | wooieqon PSR (et

)10 Qi) Pt (e @y (o)
1 _ 1
k2 +ic (Ziguw) (p2 — pa + k)2 +ie

(—ig") (3.117)

: _ d'k T oy (s — F+me) e Oy
iMb = /(27r)4 {u(m)( i€ Qe )(p4—k:)2—m§+i5( Qe )u(p2)

i(pr — K +my)
(p1 — k)? —m2 +ie

1 (—igw) 1
———— (g .
K2t ie. v (p2 — pa + k)% +ic

(ps)(—ie Q") (—ie Qv Yu(pr)

(—iG,u) (3.118)

0 que permite uma identificacao de cada linha com o respetivo propagador (linha in-
terna) ou spinor (linha externa) e de cada vértice com a respetiva matriz (—ieQ.v").
O facto de haver dois diagramas resulta dos dois processos a) e b) ndo poderem ser
distinguidos e serem ambos possiveis. Os propagadores de Feynman asseguram que
somente energias positivas sao propagadas para o futuro e energias negativas para
o passado.
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3.8 Fotoes em linhas externas: o efeito de Comp-
ton

Neste momento ja aprendemos a escrever os elementos de matriz para todos os
processos em que nao haja fotoes nas linhas exteriores. Para podermos completar
o estudo de QED temos que levantar esta restricao. A ideia é, claro, representar no
passado e no futuro (isto é, nas linhas exteriores) o fotao por uma onda plana. Com
a normalizagdo apropriada temos (o fotao é um campo real)

1 1 , )
Ar(z) = NS [e#(k) e= 7 4 (k) 7] (3.119)
onde
k,k* =0
ekt =0 ; gpet=-1 (3.120)

Embora muitas vezes o vetor polarizacao do fotao possa ser tomado real, mantemos
o caso geral (lembrar as polarizagoes circular esquerda e direita nas ondas eletro-
magnéticas).

Vamos aplicar esta expressao ao efeito de Compton
e +y—e +7y (3.121)

Com a nossa experiéncia, é facil de ver que devemos ter os diagramas a) e b) da
difusao e~ em que agora a corrente muodnica nao estd la e os fotoes sao reais,
isto é, k> = k> = 0. Assim temos os diagramas da Figura B.120 Quais as regras

/ /
6/>s<7 k_/ p 6,*, k/ P

N A

>

A A

6’ k‘ J\,’\’/\fl\ 67 k A

p p
Figura 3.12: Diagramas para o efeito de Compton

para escrever estas amplitudes? Voltamos a expressao de segunda ordem S (?) ,

Eq. (3112),

Sﬁ) = /d4yd4xﬂf(y)(—ieQ67“)SF(y —x)(—teQe ) i(x)Au(y)Au(z)  (3.122)

e substituimos para A,(z) e A,(y) as ondas planas correspondentes. Assim, por
exemplo, para o diagrama a) para o fotao difundido,
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A (y) = —= ety (3.123)

e para o fotao incidentdd

Ay (r) = — g6 kT (3.124)

Um calculo simples da entao,

i MG, = Tu(p')(—ie Q™)

W+ ¥+ me)2 (—ie Qe )ulp) € (K )y (k) (3.125)

(p+k)3Z2—m

. _ . v Z f — _I_ me . %

i MY, =1(p')(—ie Q) ({5 k2 l(—ze Qe )u(p) € (K)ey (k) (3.126)
(= k)? —mg

Vemos entao, que a cada linha externa dum fotao corresponde o seu vetor de

polarizagao contraido com o vértice. No capitulo [ faremos o célculo da secgao eficaz
de Compton. Agora vamos parar para fazer um resumo do que ja aprendemos.

3.9 Regras de Feynman para QED

Estamos agora em posi¢ao de enunciarmos as regras de Feynman para QED.

1. Para num dado processo desenhar todos os diagramas topologicamente distin-
tos.

2. Para cada eletrao que entra no diagrama um fator u(p, s). Se sai do diagrama
um fator u(p, s).

3. Para cada positrao deixando o diagrama um fator v(p, s). Entrando no dia-
grama um fator v(p, s).

4. Para cada fotdo no estado inicial o vetor polarizacao €,(k) e no estado final

e* (k).

I

6Porque razio escolher ¢’* ¥ na Eq. BI23) e e % na Eq. BI124)? A explicacio correta sé
pode ser compreendida em quantizac¢ao candnica, quando se mostrar que a Eq. (3124) corresponde
& aniquilagdo dum fotdo em x enquanto que a Eq. (B123) corresponde & emissdo dum fotdo em
y (ver Eq. (£90))). No entanto, é facil de ver que se tivéssemos escolhido, por exemplo, e*ik,'y,
obterfamos §%(p +k — p’ + k') o que ndo corresponde & cinematica do efeito de Compton. De igual

modo se excluiriam as outras combinagoes ficando s6 a Eq. (8123) e a Eq. (3124).
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5. Por cada linha fermiénica interna o propagadOIE]

. +m)
15} > « = (p—o‘ﬁ 12
D SFaB(p) Zpg —m2 + e (3 7)

6. Por cada linha interna do fotdo o propagador (na gauge de Feynman)

. Guv
ANNNNNNV Dp, (k) =— - 12
H o v Py () K2 e (3:128)

7. Por cada vértice o fator

(—ieQeY")ap (3.129)

onde usamos a notagao, mais convencional, de introduzir o sinal da carga
explicitamente. Notar que a interacao nao distingue eletroes de positroes, é
sempre (). = —1. Serd um positrao se a linha estiver a andar (sentido da seta)
para tras no tempo.

8. Por cada momento interno nao fixado por conservagao de energia-momento
(loops) um fator

/ % (3.130)

9. Por cada loop de fermides um sinal (—1).

10. Um fator -1 entre diagramas que diferem por permutacoes impares de linhas
fermio’nicaﬂ(estatistica de Fermi dos fermides).

11. O resultado da aplicagao das regras anteriores da a amplitude i M.

“Como o propagador do eletrdo é impar no momento é importante indicar o sinal de p na
Eq. BI27). A regra é que o momento é no sentido da seta. Portanto cuidado especial é preciso
para os positroes.

8As regras 9) e 10) sao um pouco dificeis de explicar sem operadores e teorema de Wick, o que
serao explicadas em detalhe no capitulo seguinte. A este nivel aparecem mais como uma receita.
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3.10 Técnicas Computacionais

Nesta sec¢ao mostraremos como usar mathematica para calcular tragos das matrizes
de Dirac, fortran ou C para fazer integracoes numéricas, e como usar outros pro-
gramas de uso comum como CalcHEP. Mais detalhes podem ser encontrados em [22].

3.10.1 Calculos simbdlicos com Mathematica

Hoje em dia mathematica é uma ferramenta essencial para qualquer cientista. Para
a Fisica das Altas Energias ha pelo menos dois packages para o mathematica que
sao muito uteis: FeynArts e FeynCalc.

e FeynArts
Este é um programa para desenhar diagramas de Feynman. Pode ser obtido
em http://www.feynarts.de.

e FeynCalc
Este é um programa muito ambicioso, que faz a dlgebra de Lorentz e Dirac,
mas também processos a one—loop. Pode ter como input o output de FeynArts.
Pode ser obtido em http://www.feyncalc.org.

Vamos aqui dar o exemplo do processo e"pu~ — e p~ em QED, estudado na
seccao 3.6 Como vimos o valor médio da amplitude quadrada é dado por,

S IME = ST [+ m G+ m ) T G+ mn] (3130

spins
com t = (p3 — p1)*®. Na web page da Ref. [22]
http://porthos.tecnico.ulisboa.pt/CTQFT/

podem encontrar varios programas que permitem verificar diversas equacoes deste
livro. Aqui damos como exemplo o programa que calcula os tracos da Eq. (3.87).

(*x*x Programa para calcular os tracos na Eq.(3.87) de ITC *x*x)
(* Chamar o FeynCalc *)

<<FeynCalc*

(* Definicoes para simplificar a escrita *)

dm[mu_] :=DiracMatrix [mu]

ds[p_] :=DiracSlash[p]
propl[p_,m_] :=ds[p]+m
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(* Programa x*)

Linel:= prop[p4,m2] . dm[mu] . prop[p2,m2] . dm[nu]
Line2:= prop[p3,m1] . dm[mu] . prop[pl,mi] . dm[nu]
ans= Simplify[Contract[Tr[Linel] Tr[Line2]]]
ans=ans/t"2/4

(eksksoksokrokrorkoRkokookeokx Fim do Programa skskskkokkskkskskk  *kkkk)

Obtemos entao o seguinte output:

2 2 2 2
8 2ml m2 - m2 pl.p3 + pl.pd p2.p3 - ml p2.p4 + pl.p2 p3.pd)

em acordo com a Eq. (3.87)).

3.10.2 QGRAF

Este programa gera diagramas de Feynman de uma forma muito eficiente. Foi feito
por Paulo Nogueira [23] e pode ser obtido em QGRAF Home Page [24]. O manual vem
com o software. E muito rapido e da os fatores de simetria corretos entre diagramas.
O output pode ser escrito duma forma a ser lido por outro programa. No capitulo
seguinte daremos exemplos do uso deste programa.

3.10.3 Calculos numéricos

Em poucos casos podem os integrais que aparecem no calculo das secgoes eficazes ser
feitos analiticamente. A maior parte das vezes é necessario usar métodos numéricos
para efetuar as integracoes. Hé imensas maneiras de fazer isto. Uma boa biblioteca
de programas é o pacote de software CUBA [25]. Pode ser linked com programas
em C/C++ ou em Fortran. A vantagem é que tem varios métodos com a mesma
estrutura de chamada e portanto é muito 1til para verificar a precisao dum método.
Eu fiz um programa para integracoes de Gauss [22] com mesma estrutura e que pode
ser muito util quando temos poucas integragoes a fazer.

Para ilustrar o modo de como fazer estas integracoes, vamos voltar ao processo
e~ pu~ — e p~ em QED da seccao Vamos efetuar os calculos quer no referencial
do CM, Eq. (8109), quer no referencial do Laboratério, Eq. (393). Desta maneira
verificaremos que a secgao eficaz é de facto invariante para transformacoes de Lorentz
segundo a direccao das particulas incidentes.
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Referencial CM

No referencial do centro de massa é possivel fazer os integrais exactamente. No
entanto, se o fizermos, vamos encontrar que o resultado diverge. Esta divergeéncia,
designada por divergéncia colinear, aparece por causa do fotao ter massa nula. Pode
ser facilmente verificado que no CM

p1=(1.0,0,peml),  ps = (83,0, [pem| sin 6, [pem| cos 0) (3.132)
onde se usou o facto de que, para m; = mg e my = my se tem |picm| = |Pacml-
Obtemos entao

t=(p3 —p1)? = —2pgy (1 — cos fon) (3.133)
0 que mostra que se integrarmos 1/¢* no intervalo 6 € [0, 7] o integral diverge. Como
experimentalmente os angulos abaixo dum certo valor limite de # nao sao acessiveis
(corresponderiam a ter o detector dentro dos tubos onde passam os feixes), a solugao
¢ integrar a partir dum certo valor. Nos exemplos numéricos vamos tomar

6 > 10° (3.134)

Como dissemos anteriormente no CM é possivel fazer as integracoes analiticas até
ao fim. De facto podemos mostrar que

do . Ao + Al.CL’ + A2$2

- 3.135
dQ (1 —x)? ( )
com x = cosf e
Ay = = 281 [m} 4+ m§ — 2mis + 8piys® — 2m3s® + Apgys® + s
s 328%pty

—2m8(2m3 + 5) + 2m(3mi + mds — 25 piy + 52)
+my(—4s piyg + 25%) — 2m7 (2my — my s + 87 — 2m3(2s pgyy + 35%)) ]

20% —mi —mj + 2mis + %+ 2m2(m3 + s)

A, —
! s 8s P
202 1
A = 222 1
) - (3.136)

o que conduz a integragoes elementares (nao esquecer que a integracdo em ¢ da
27 pois nada depende desta variavel, dado que o processo se desenrola no plano
definido pelos momentos inicial e final de uma das particulas). Os resultados estao
na Fig. onde também se mostram os resultados duma integracao numérica com
o método de Gauss e com o método de Monte Carlo Vegas. No meu site [22] pode ser
encontrado um programa Fortran que calcula este processo nos dois referenciais.
Para isso aplicAmos um corte # > 10° no CM e fizemos os cédlculos de maneiras
diferentes. Ver a legenda da Fig. para mais detalhes. Como se pode ver os
resultados estao em pleno acordo.
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10°F ; 10°F
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Figura 3.13: Painel do lado esquerdo: Seccao eficaz em fungao do momento piap
para por.n = 50 GeV. a) Resultado analitico exacto (linha a preto) b) Integracao
de Gauss (circulos vermelhos) ¢) Integracao de Vegas (cruzes azuis) d) Usando Cal-
cHEP (diamantes verdes). Painel do lado direito: Secgao eficaz em funcao de
V/s. a) Resultado analitico exacto (linha a preto) b) Integracao de Gauss (circulos
vermelhos) ¢) Integracao de Vegas (cruzes azuis) d) Célculo no referencial do labo-
ratério com dois intervalos de integracao (gauss com 64 pontos) para ter em conta
a parte mais relevante do integral (diamantes verdes). e) Calculo no referencial do
laboratério s6 com um intervalo de integracao (gauss com 64 pontos)(linha azul a
tracejado).

Referencial do laboratério

Neste referencial o calculo ja nao pode ser facilmente feito duma maneira analitica,
pois a funcao da Eq. (393) é uma fun¢do muito complicada de 6. H& assim que
usar métodos numéricos como os descritos anteriormente. A dificuldade reside em
saber os limites de integracao em 6. Estes sao particularmente simples no CM, a
unica questao foi o corte que se aplicou para evitar a divergéncia colinear. Assim
tinhamos

Ocm € 08, 7 (3.137)

onde usamos 0¢y; = 10°. No referencial do laboratério ha dois problemas. O
: : 4 min 4 max

primeiro é saber quanto vale 61, o segundo ¢ saber quanto vale 0{%F. Comecemos

pela primeira questao. Contas simples permitem mostrar que a relagao entre o

angulo de difusao no laboratério e no CM é dada por

Pscm sin Oom
v (pscm cos Oem + BEscm)

tan O, = (3.138)
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com 3 = piem/Facm e ¥ = 1/4/1 — 2. No nosso caso picm = pscum € a Eq. (3.138)

simplifica-se para dar
sin HCM

y (cos o + ESCM)

EacMm

tan QLab = (3139)

Esta relagao permite determinar o valor 6. E fécil de ver que este dngulo é muito
menor que no CM, devido ao efeito do chamado boost de Lorentz contido no fator 1/+.
Para determinar o valor maximo de 0;,, vamos determinar a derivada de tan

em ordem a 6, e verificar onde se anula. Obtemos

E
1+ M cosd
™ Erem oM

(tan fpap) = > (3.140)
v (cos Ocm + —5;25)
o que mostra que a derivada se anula para
E
cos Oy = ——M (3.141)
Esem
Substituindo na Eq. (3.I38]) obtemos, depois de algumas manipulagdes,
m2
tan? Opa, = 2 (3.142)

Efen — Efou
onde se usou Facy = yma. Finalmente podemos obter a partir da Eq. (3.142l)

sin grax = 112 (3.143)
my

Se mg > mq nao ha limitagdes e o angulo maximo serda 7. No entanto se m; > my
hé uma limitagao e o angulo méximo é dado pela Eq. ([8.143). De referir que este
resultado relativista é exactamente igual ao resultado que se obtém em mecanica nao
relativista. Este comportamento estd representado na Fig. 7?7 e Fig. 7?7. Notamos
que na nossa situagao, m; = my, > my = m,, hd um valor maximo para o angulo do
laboratério e ha, para cada valor de 64, dois valores de fcy que lhe correspondem.
Esta duplicagao corresponde aos dois sinais da Eq. (3.95]) e resulta numa complicagao
adicional quando se efetua a integracao no referencial do Laboratoério. Nao s6 temos
um dominio de integragao com uma janela muito apertada, o que torna dificil a
integracao numérica, como temos para cada ., de considerar dois valores possiveis
para o médulo do momento no laboratério. Notar ainda que para m; > msy 0s
angulos do laboratorio sé sao significativamente diferentes de zero numa regiao que
fica cada vez mais estreita com o aumento de 4/s.

Sabendo os limites é agora facil fazer a integracao numérica. No caso do refe-
rencial do laboratdrio é preciso ter atencao especial com a regiao de integracao e as
duas solugoes. No meu site [22] pode ser encontrado um programa Fortran para
efetuar esta integracao. Os resultados estao apresentados na Fig. B.13]
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3.10.4 Calculando com CalcHep

CalcHEP é um programa para o calculo de diagramas de Feynman e integracao no
espaco de fases das particulas no estado final. O autor é Alexander Pukhov e o
programa pode ser obtido na pagina do autor [26]. A ideia do programa ¢é poder ir
diretamente do Lagrangiano para as secgoes eficazes duma forma quase automatica.
Na minha pagina [22] explica-se como usar o programa. Af podem também ser
encontrados alguns programas auxiliares que eu escrevi para usar o programa dum
forma mais automatica. Na Fig. B.13] também estao representados os resultados
obtidos com este programa.
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Complements

Complement 3.1 Transformada Fourier potencial de Coulomb

A integragdo que leva ao resultado da transformada de Fourier do potencial de Coulomb
tem alguma subtileza. Vamos apresentar aqui os passos entre a segunda e terceira linha
da Eq. (3.6). Temos

1 3 e_i‘f'f 1 o0 ) . )
FT[T] :/d ﬂj‘ﬁ = 27T/ dCOS@/ d|j’||j}|e—2\ﬂ\x|cos

7] z

2T [ 3 [eiaia _ gilalla

=i— [ d|7] |e —e . (3.144)
a1Jo

O problema reside no comportamento oscilatério no infinito das exponenciais na equagao

anterior. Para resolver esse problema substituimos a expressao anterior por um limite.

Mais especificamente, substituimos o potencial de Coulomb por um potencial de Yukawa

no limite em que a massa vai para zero, isto é,

1 —plZ]
= lim S (3.145)
G
Obtemos entao,
FT[~] = lim 2‘2_7T/00d’j-” [em eI _ =il
1Z]" n=0 1] Jo
i .2%[ 1 1 ]
= lim i— — .
p=0|ql Lp+ilgl  p— gl
2 —2ilq
T 2 e
p=0|q] p* + |q]
4 4
T T (3.146)

—lm =
w21 T

em acordo com a Eq. ([3.6]).

Complement 3.2 Normalizagao do fluxo do fotao

A expressao da Eq. (8.78]), que vamos usar a partir deste momento sem pensar no tipo de
particula incidente (eletrao, fotao, neutrino, ...), foi deduzida para eletroes (fermides com
massa). O resultado é consequéncia do resultado da Eq. (8I8]) que nos diz que o fluxo
incidente tem a interpretacao usual duma densidade vezes a velocidade das particulas.
Vamos ver que este resultado é consistente mesmo para fotoes. Os fotoes livres (na gauge
de Lorenz) obedecem a uma equacgao do tipo de Klein-Gordon, Eq. (I.29) sem massa, isto
e,

DA =0 (3.147)
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Um argumento semelhante ao que conduziu a Eq. (I.32]) para a corrente conservada per-
mitiria definir a corrente associada ao fotdo como sendo,

JH = —i[AZO"MAY — (D" A%) A (3.148)

onde o —i foi introduzido por conveniéncia (ver abaixo). A expressdo para a onda plana
do fotao livre, normalizada a uma particula na caixa é, (ver secgao B.8)),

1 gk .

AM(z) = — etk 3.149

N T 149

onde e é o vetor polarizagao que obedece a efe), = —1,e/'k, = 0. Vamos ver que

estas expressoes conduzem aos resultados esperados. Comecemos por calcular a densidade
p = J% Obtemos

L1 =ik 1k 1
p=—i <E”V—2k‘0 e~y | =7 (3.150)

mostrando que temos uma densidade de uma particula por unidade de volume. De facto
a corrente é definida a menos duma normalizacdo e usamos essa liberdade para incluir o
fator —i para que o resultado para p viesse correto. Uma vez feita esta verificacdo podemos
agora calcular o fluxo J. Aqui j4 nao temos mais liberdade para ajustar as constantes (J*
é um 4-vetor). Obtemos,

J = —z'[ ;5(—6)14'/—(—614;5) AV]
Y S )
I N T T
1k
= v (3.151)

em perfeito acordo com a interpretagao classica, Eq. (8.18]). Fica como exercicio mostrar
que o mesmo resultado se obteria no caso duma particula escalar (spin 0), obedecendo &
equagao de Klein-Gordon com massa, Eq. (L29). A Eq. (8.78) é portanto valida em todos
0s casos em que temos colisoes frontais.

Complement 3.3 Properties of Dirac §(f(x))
Na dedugao da Eq. (3:93]) usdmos a seguinte propriedade da fungao delta de Dirac,

0(x — x;)

o(f(@) =) —mrr (3.152)
2]

onde z; sdo os zeros de f(z). Para compreendermos a origem desta expressao, consideremos
uma fungédo sé com um zero. Na vizinhanca desse zero devemos ter

f(x) = f'(xo)(x —x0) + -+ . (3.153)
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Entao obtemos
[ dzg@as @) = [ dog@)s(s (@) e  a0)

_ 90— %)

= [ avste) @)

~ g(=o)

17 ol .

onde se fez a mudanga de varidvel y = | f'(x¢)|z, e 0 médulo vem do facto da fungao delta
ser par. A generalizagdo para varios zeros é imediata.
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Problemas

3.1 Demonstre os teoremas 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6.

3.2 Considere a definicio I' = 7°T''4? para qualquer combinacao I' de matrizes de
Dirac.

a) Para as matrizes da base I'4 calcule T'4.

b) Considere a matriz I definida por

I'=~"(gv — ga7s) (3.155)

onde gy e g4 sao constantes. Mostre que

T="T (3.156)
c¢) Calcule v* Py, e y*Pkg.

3.3 Leve até ao fim os célculos da secgao eficaz de difusao para o processo e™+pu~ —
e~ + p~ no referencial do centro de massa, partindo da Eq. (3109).

3.4 Considere um declinio duma particula instavel de massa M e 4-momento P em
n fragmentos (n > 2) de 4-momentos ¢;. Mostre que a expressao para a largura de
declinio definida como a taxa de transicao por unidade de tempo, por unidade de
volume e por unidade de particula que decai é dada por

n

d*q;
dl’ = |Mf2|2 (2m)*6* < qu> H ﬁ (3.157)

3.5 Escreva a relagao entre o tempo de vida média em segundos, 7(seg), e a largura
de declinio em MeV, I'(MeV).

3.6 Mostrar que a secgao eficaz de difusao p; +ps — p3+p4 se escreve no referencial
do centro de massa como

do 1 |psowm]
dQ)  6472s [picm|

M (3.158)
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onde |picm| e |Psom| s@o os momentos das particulas 1 e 3 no referencial do centro
de massa. Particularize para o caso em que as particulas incidentes nao tém massa.

3.7 Usando os resultados da sec¢ao B.6], mostrar que para o declinio P — ¢ + ¢2 a
expressao para a largura se escreve no referencial da particula que decai

a1 |G
dQ) 3272 M2

| M g2 (3.159)
onde P? = M2
3.8 Considere a colisao elastica de duas particulas de massas m; e ms.

a) Mostre que as componentes do momento da particula difundida p3, no refe-
rencial do laboratério, obedecem a equagao

(pz P E3CM)2
Y\ 2 3 M
E
bs)” 20M/ (3.160)
Pcm (VPCM)

onde v~ = /1 — 2 com 8 = pem/Eacu

b) Use o resultado anterior para justificar a seguinte construcao para os momentos
no referencial do laboratoério:

¢ P
P3
1/« 92’B
A O p
my > Mo my < Mo

O ponto C' percorre a elipse de semi-eixo menor pcy € semi-eixo maior Ypcy-

¢) Mostre que quando m; > ms o angulo 013 dado pela Eq. (3.143) pode também
ser obtido da Eq. (3:95) impondo a condicio B? = AC. Interprete grafica-
mente na figura anterior.

d) Mostre que a relagao entre o angulo « na figura e o angulo fcy é dada por

sin HCM

\/sin2 Ocnm + 72 cos? O

sin o =

Use esta relacao para mostrar que quando 6cy percorre o seu dominio de
variacao, Ocy € [0, 27], entdao também « € [0,2x]. Interprete graficamente
este resultado na figura anterior.
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e) Discuta o que se passa nas alineas anteriores e respetiva figura, no limite nao
relativista, isto é, v ~ 1.

3.9 No espago das matrizes de Dirac pode definir-se a base

Lo =110 =% Lw = 77 Duvp = YY) Liwpor = Y1 ¥0%0)

onde I, .. 4, 830 0s produtos completamente anti-simétricos de n matrizes «y defi-

nidos por

1
Fumzn-ﬂn = ﬁ Z (_1)P'7u1’7u2 0 Vn

permP

Pode mostrar-se que qualquer matriz no espago de Dirac se pode escrever como

4
1
ST [T T,

n=0

M =

N

Mostre que a relagao com a base mais familiar é,

L =—10u
J— > (6%
F;wp = =1 €uvpaV5Y
Lywpe = =1 €upos

3.10 Considere a difusao de Coulomb com eletroes polarizados. O feixe incidente
tem polarizacao direita, isto é

1+ i
ur(pi) = 72%’4 u(pi) (3.161)
onde
S; = (7B7 07 07 7)

e o eletrao final é medido com as duas polarizacoes

= L )

' L2 )

ur(ps) = 5

ur(py)
onde, com a cinematica habitual, temos (v = E;/m),

sy = (78,vsind,0,vcos0)

a) Mostre que os quadrivetores s; e sy, definidos acima, obedecem as relacoes
si=s7=—les;-p=sp-ps=0.

P =
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b) Se definirmos o grau de polarizacao dos eletrées difundidos por

_ Nrp—Ng

= — 3.162
R Ngr + Np, ( )

onde Ng (N1) é o ntimero de eletrdes difundidos com polarizacao direita (es-
querda) mostre que se tem

2m? sin?(0/2)

Pr=1-
f E2cos?(0/2) + m?2sin®(0/2)

(3.163)

c) Mostre que no limite relativista nao hé despolarizacao dos eletroes incidentes.
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Capitulo 4

Wick’s Theorem and Feynman
Rules for QED

In the last chapter we obtained the Feynman rules for QED using the initial method
of Feynman based on Green’s functions. As we mention before, there are two other
methods of tackling the same problem. One is through the so-called second quan-
tized field theory, the other is using the Feynman path integral. Although this last
method is the only one possible for the non-abelian gauge theories that are the basis
of the standard model, it is beyond the scope of this course to study this subject
here. However, QED is an example of a theory where you can apply any of the three
methods. So, in this chapter we will see how to apply the second quantized formalism
to derive the Feynman rules for QED. In the process we will learn Wick’s theorem
and understand those signs that were difficult to understand by other methods. We
will follow the text of Mandl and Shaw [27], although our notation can differ slightly
at some places.

4.1 The Schrodinger, Heisenberg and Interaction
Pictures

These three different ways of dealing with quantum systems differ in the way they
describe the time evolution of a system. The Schrdodinger Picture (SP) is the usual
representation used in non-relativistic QM where the states are time dependent and
their evolution is governed by the Schrodinger equation

. d
'Lhﬁ |¢7t>s =H |¢7t>s ; (41)

for a given state |¢,t). This equation can be formally solved to find the time
evolution of the state

|¢7 t>s =U |¢7 tO)s ) (42)

131
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where U is the unitary operator
U =Ul(t,ty) = e -t (4.3)

We can use this unitary operator to go to the Heisenberg picture where the time
dependence is transferred to the operators and the states are time independent. To
do this we define the state in the Heisenberg Picture (HP) through

|¢>t>H = UT |¢’t>s = |¢>t0>s : (44)

At t = tg the states are the same in the two pictures, showing that the HP state
vectors are constant in time. The time dependence is carried by the operators. To
find the way they change in time we require that the matrix elements are the same
in the two representations, that is,

s (02, 1] OF [, t)g = u(th, t] O () [thr, 1)y = s(tho, t| UOM()UT [hy, ), (4.5)
and therefore
OH(t) = UTOU . (4.6)

The time evolution of the operators is obtained from Eq. (4.6]) by taking the time
derivative. Assuming that the operator is time-independent in the SP we get in the
HP,

ih=-0"(t) = [O"(1), H] . (4.7)

For the study of the second quantized free fields the HP is the one we should use,
as the fields are now operators, evolving in time. However, for the study of the
interactions and to setup a perturbation theory it is important to introduce a new
picture, the Interaction Picture (IP). To get the IP we split the Hamiltonian in its
free and interaction parts, that is

H = Hy + Hyy . (4.8)

The states in the IP are defined as evolving in time only with the free Hamiltonian
in relation to the sates in the SP, that is, we define

|¢>t>1 = UYOJr |¢>t>s ) (49)

where _
Uy = e~ wtlolt=to) (4.10)

By requiring that
s(Va, t| OF [0, t)g = 1{10a, | O'(2) [th1, )y = s {3, | U0 (U] |1, t)g (4.11)

we obtain

O(t) = Ulo%U, . (4.12)
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Thus the relation between IP and SP is similar to the relation between HP and
SP, with the only difference that the time evolution in the IP is governed by the
unperturbed Hamiltonian Hy. We also note from Eq. ([£I2]) that we have

H! = H = H,. (4.13)
By differentiating Eq. (£12) we get the time evolution of the operator in the IP,

: d I _ 1
ih=0 (t) = [O'(t), Ho) - (4.14)

As for the states, from Eq. (1) and Eq. (£9) we get

_d Cod o
ih— [, t); =ih— (UF [0, 8)5)

. d Lo d

= — HoUJ [, t)g + USH [, t)g
(= Hy+ H') [i5,8), (4.15

and therefore P

We will see in section [A.3] how to use this representation to set up a perturbation
theory for the S-matrix.

4.2 Brief review of second quantized free fields

To fix the notation we will review here the basic results from the second quantization
of free fields. We will not derive any result, just collect them. For those that are not
familiar with the subject we refer to any standard text in Quantum Field Theory.
I will follow the conventions of my text Advanced Quantum Field Theory [I1] that
differ, mainly in normalizations, with respect to the text of Mandl and Shaw [27]
that I follow here more closely.

4.2.1 Real scalar field
The real scalar field is described by the Lagrangian density

1 1
L= 58”@%@ — §m2apap. (4.17)

The conjugate momentum is

oL,

™
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and the equal time commutation relations are

[gp(f, t)> Sp(fl>t)] = [W(fa t),ﬂ(f/, t)] =0
[r(7 1), (1)) = —i8%(7— 7). (w.19)

The Hamiltonian is given by,

H=P"= /dgx’H = /dgx BWQ + %|§<p|2 + %m2ap2 , (4.20)

and the linear momentum is
P= —/d?’xﬂﬁap. (4.21)
In order to define the states of the theory it is convenient to have eigenstates of

energy and momentum. To build these states we start by making a spectral Fourier
decomposition of ¢(Z,t) in plane waves!:

o(Z,t) = /gl\lg [a(k)e_ik'x+aT(l{:)eik'x] , (4.22)

— Bk —

is the Lorentz invariant integration measurdd. As in the quantum theory ¢ is an
operator, also a(k) e af(k) should be operators. As ¢ is real, then a'(k) should be
the hermitian conjugate to a(k). Their commutation relations are

where

[a(k), a’ ()] =(27)32w, 6% (k — k) (4.24)
la(k), a(k")] =[a'(k), a' (k)] = 0, (4.25)

We then see that, except for a small difference in the normalization, a(k) e
a'(k) should be interpreted as annihilation and creation operators of states with
momentum k*. To show this, we observe that

H :% dk wi [a' (K)a(k) + a(k)al (B)] | (4.26)
p :% / dk k [af(K)a(k) + a(k)a' (k)] . (4.27)

IThe operators a and a' are really functions of E, that is a(E) and aT(E). However to simplify
notation we use a(k) and a' (k) being understood that this is simply a notation.
2Beware that are many different conventions in the literature.
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Using these explicit forms we can then obtain
[P, a¥(k)] = K"al (k),  [P", a(k)] = —K"a(k), (4.28)

showing that a'(k) adds momentum k* and that a(k) destroys momentum k*. That
the quantization procedure has produced an infinit number of oscillators should
come as no surprise. In fact a(k), a' (k) correspond to the quantization of the normal
modes of the classical Klein-Gordon field.

By analogy with the harmonic oscillator, we are now in position of finding the
eigenstates of H. We start by defining the base state, that in quantum field theory
is called the vacuum. We have

a(k)|0), =0 ; VY. (4.29)

Then the vacuum, that we will denote by |0), will be formally given by
0) = 11, 0), . (4.30)
and we will assume that it is normalized, that is (0|0) = 1. If now we calculate the

vacuum energy, we find immediately the first problem with infinities in Quantum
Field Theory (QFT). In fact

(0|H|0) = % / dk wi (0] [a(K)a(k) + a(k)at (k)] 0)
= 5 [ @ e 0] k).l ()] 0)

— %/d% wpd3(0) = 00 (4.31)

This infinity can be understood as the (infinite) sum of the zero point energy
of all quantum oscillators. In the discrete case we would have, ), %wk = 00. This
infinity can be easily removed. We start by noticing that we only measure energies
as differences with respect to the vacuum energy, and those will be finite. We will
then define the energy of the vacuum as being zero. Technically this is done as
follows. We define a new operator Py , as

Pho = 5 [ dk b [l (R)a(k) + a(k)a (k)]
—% dk K a(k),al (k)]

_ / dk kal (k)a(k). (4.32)
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Now (0|Py  |0) = 0. The ordering of operators where the annihilation operators
appear on the right of the creation operators is called normal ordering and the usual

notation is
1

: §(aT(/€)a(/€) +a(k)a'(k)) .= a'(k)a(k). (4.33)
Therefore removing the infinity of the energy and momentum corresponds to cho-
osing the normal ordering to our operators. We will adopt this convention in the
following dropping the subscript 7 N.O.”to simplify the notation. This should not
appear as an ad hoc procedure. In fact, in going from the classical theory where we
have products of fields into the quantum theory where the fields are operators, we
should have a prescription for the correct ordering of such products. We have just
seen that this should be the normal ordering.

Once we have the vacuum we can build the states by applying the the creation
operators a'(k). As in the case of the harmonic oscillator, we can define the number
operator,

N = / dk o' (k)a(k) . (4.34)

It is easy to see that N commutes with H and therefore the eigenstates of H are
also eigenstates of N. The state with one particle of momentum k* is obtained as
a'(k)|0). More precisely

|k) = Nya'(k)[0) (4.35)

where Ny is some normalization (that we will discuss in Section L6l below). We
then have

P* k) =P*Nya'(k) |0) = k*Npal(k)|0) = k" |k) |
N |k) =NNya'(k)|0) = Npa'(k) |0) = |k) . (4.36)

In a similar way, the state a'(k;)...a'(k,) |0) would be a state with n particles.
Notice that because of the commutation relations such a state is symmetric under
the interchange of any two particles and the particles described are bosons.

4.2.2 Charged scalar field

The description in terms of real fields does not allow the distinction between particles
and anti-particles. It applies only to those cases were the particle and anti-particle
are identical, like the 7°. For the more usual case where particles and anti-particles
are distinct, it is necessary to have some charge (electric or other) that allows us to
distinguish them. For this we need complex fields with the Lagrangian given by

L= 0"p"0,0 —mPolep:, (4.37)
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where we are already assuming the normal ordering. The classical theory given in
Eq. (£37) has, at the classical level, a conserved current, 9,J" = 0, wit

JH = iap*guap. (4.39)
Therefore we expect, at the quantum level, the charge @)
Q= [@aiilelo-gto):, (1.40)

to be conserved, that is, [H, Q] = 0. To show this we need to know the commutation
relations for the field ¢. These are

[7(,1), (7, 1)] = [7'(Z, ), " (7,2)] = —i6°(7 — 7) , (4.41)

where
T=¢ ; wl=¢. (4.42)

The plane waves expansion is then
o(x) = /Zl\l; [a+(k)e_ik'$+a1(k)eim} ,

ol (z) = / dk [a_(k)e—“f'uai(k)eik-r} , (4.43)

where the operators a (k) and is al. (k) have the following non-vanishing commuta-

tion relations,
[y (k), al ()] = [a_(k),aL (K)] = (27)" 206" (k = ¥, (4.44)
therefore allowing us to interpret a, and ai as annihilation and creation operators

of quanta of type +, and similarly for the quanta of type —. We can construct the
number operators for those quanta:

Ny = / dk al.(k)as(k). (4.45)
The energy-momentum operator can be written in terms of the + and — operators,

pr— / dk K [al (Fya. () +at (Fa_(h)] (4.46)

3We define on
$1 0 ¢2 = 10" d2 — (0" 1) . (4.38)
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where we have already considered the normal ordering. Using the decomposition in
Eq. (£43), we obtain for the charge Q:

Q- / P iy — ¢) -

- / dk [ai(k)a+(k) - ai(k)a_(k)]
=N, — N_. (4.47)
Using the commutation relation in Eq. ({.44]) one can easily verify that
[H,Q] =0, (4.48)

proving that the charge @ is conserved. The Eq. (£.47) allows us to interpret the +
quanta as having charge +1. However, before introducing interactions, the theory
is symmetric, and we can not distinguish between the two types of quanta. From
the commutation relations (d.44]) we obtain,

[Pr,al (k)] = k*al (k). [Q,al (k)] = zak(k), (4.49)

showing that ai(k) creates a quanta with 4-momentum k* and charge +1. In a
similar way we can show that a' creates a quanta with charge —1 and that ax (k)

annihilate quanta of charge +1, respectively.

4.2.3 Time ordered product and the Feynman propagator

The operator o' creates a particle with charge +1 or annihilates a particle with
charge —1. In both cases it adds a total charge +1. In a similar way ¢ annihilates
one unit of charge. Let us construct a state of one particle (not normalized) with
charge 41 by application of ¢! in the vacuum:

U, (Z,1)) = ! (Z,1)]0) . (4.50)

The amplitude to propagate the state ¥, ) into the future to the point (Z’,t') with
t' >t is given by

Ot — 1) (Do (&, )| W4 (7, 1)) = 0(t' — 1) (0lo(@, ¢') 0 (7, 1)]0) . (4.51)

In o' (Z, 1) |0) only the operator al (k) is active, while in (0] p(#, ') the same happens
to ay (k). Therefore Eq. (4.51)) is the matrix element that creates a quanta of charge
+1 in (Z,t) and annihilates it in (&,¢") with ¢ > ¢.

There exists another way of increasing the charge by +1 unit in (#,¢) and decre-
asing it by —1 in (2, ¢'). This is achieved if we create a quanta of charge —1 in 7’ at
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time ¢’ and let it propagate to & where it is absorbed at time ¢ > t'. The amplitude
is then,

Ot — ') (U_(Z,8)|0_(Z,t)) = (0] (&, t) (2, ¥)[0) O(t — ') . (4.52)

Since we can not distinguish the two paths we must sum of the two amplitudes in
Eqgs. (4.51) e (A52). This is the so-called Feynman propagator. It can be written in
a more compact way if we introduce the time ordered product. Given two operators
a(x) and b(x") we define the time ordered product T' by,

Ta(z)b(z") = 0(t — t')a(x)b(z") + 0(t' — t)b(z")a(x) . (4.53)
In this prescription the older times are always to the right of the more recent times.
It can be applied to an arbitrary number of operators. With this definition, the
Feynman propagator reads,

Ap(a' — ) = (0|T(a’) ¢! (x)[0) . (4.54)

Using the ¢ and o' decomposition we can calculate A (for free fields, of course)

Ap(r' —z) = /Zl\l; [Q(t' — 1)e”F =2 L gt — ¢)eth @) (4.55)

4 .
_ / (d K L ko) (4.56)

2m)4 k2 — m? +ie
d4k —ik-(2'—x
[ et

l

where

Ar(k) is the propagator in momenta space (Fourier transform). The equivalence
between Eq. ([A50) and Eq. (£355) is done using integration in the complex plane of
the time component k°, with the help of the residue theorem, in a way similar to
what we have already seen in section 2.4l Also applying the operator (O, + m?) to
Ap(z’ — x) in any of the forms of Eq. (£.55) one can show that

(@, + mA)Ap(a’ — z) = —id4(a’ — 1), (4.58)

that is, Ap(2’ — x) is the Green’s function for the Klein-Gordon equation with
Feynman boundary conditions.

In the presence of interactions, the Feynman propagator loses the simple form
of Eq. ([A5T). However, as we will see, the free propagator plays a key role in
perturbation theory.
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4.2.4 Second quantization of the Dirac field
The Lagrangian density that leads to the Dirac equation is

L =:ipy O — myy) : . (4.59)
The conjugate momentum to 1, is

To ::l?fi = il (4.60)
Ma

while the conjugate momentum to ¢! vanishes. The Hamiltonian density is then
H=mp— L= (—ia@ -V + Bm) 1, (4.61)
which gives the Hamiltonian
H=: /d?’w*(—z'o? V4 Bm)g ;. (4.62)
We also obtain for the linear momentum [I1]

P= / Pyt (—iV)y - . (4.63)

We can also identify a conserved current, d,7* = 0, with j* = "1, which will give
the conserved charge

Q =: / Erypy ;. (4.64)

The plane wave expansions are

v@) = [ @ 3 [ ulp. e+ d (oo™ L (465)

)l (@) = / dp > [V (p, s)ul(p, s)e" ™" + d(p, s)v' (p, 5)e "] | (4.66)

where u(p, s) and v(p, s) are the spinors for positive and negative energy, respectively,
introduced in the study of the Dirac equation and b, b', d and d are operators obeying
the anti commutation relations (fermions)

{b'(p, 5),b(k, 5)} = (27)*2k°6% (5 —
{d'(p, ), d(k, s)} = (27)*2k°6° (5 —

_») 535’ )
k) | (4.67)

and all the other anti-commutators vanish. With the anti-commutator relations
both contributions to P* have the same sign. As in boson case we have to subtract
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the zero point energy. This is done, as usual, by taking all quantities normal ordered.
Therefore we have for PH,

pr= [0 (105 k) — k), )

s

- / dk k> (b (k, $)b(k, s) + d' (K, s)d(k, 5)) , (4.68)

S

and for the charge

Q

[ vi@te)
_ / a3 6 (K, 9)b(k, 5) — d (b, s)d(k, 5)] (4.69)

which means that the quanta of b type have charge +1 while those of d type have
charge —1. It is interesting to note that it was the second quantization of the Dirac
field that introduced the — sign in Eq. (4.69), making the charge operator without
a definite sign, while in Dirac theory was the probability density that was positive
defined. The reverse is true for bosons. We can easily show that

Q.0 (k. 5)] = bl(k,s)  [Q,d(k,s)] =d(k,s), (4.70)
[Q.0(k, s)] = =b(k,s)  [Q.d!(k,s)] = —d'(k,s), '

and then o
Q] = —v; Q7] =7. (4.71)
In QED the charge is given by ¢.QQ = —e@ (e = |e| > 0). Therefore we see that v

creates positrons and annihilates electrons and the opposite happens with 2.
We can introduce the number operators

N*t(p,s)=0b(p,s)b(p,s) ; N (p,s)=d (p,s)d(p,s), (4.72)

and we can rewrite
pro— / a1 S (N*(h,5) + N (K, 5)) (4.73)
Q - /% SO(NVF(k, 5) — N7 (F, ). (4.74)

4.2.5 Feynman propagator for the Dirac Field

For the Dirac field, as in the case of the charged scalar field, there are two ways of
increasing the charge by one unit in 2’ and decrease it by one unit in x (note that
the electron has negative charge). These ways are

0(t' — 1) (Olva(z)s(2)[0) | (4.75)
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0t —t') (0]t 5(x)1ba(a")|0) . (4.76)

In Eq. (A75]) an electron of positive energy is created at Z in the instant ¢, propagates
until ¥ where is annihilated at time ¢’ > ¢. In Eq. (£76) a positron of positive
energy is created in 2’ and annihilated at x with ¢ > t’. The Feynman propagator is
obtained summing the two amplitudes. Due the exchange of ¢35 and v, there must
be a minus sign between these two amplitudes. We get for the Feynman propagator,

S’ — )y =0t — ) (O} 5(2)|0) — 8t — ') (O[5, )i (2)|0)

= (0|T%a(a")4(2)[0) , (4.77)
where we have defined the time ordered product for fermion fields,
Tn(x)x(y) = 0(2® — y")n(x)x(y) — 0(y° — 2°)x(y)n(x) - (4.78)

Inserting in Eq. (f77) the expansions for 1) and v we get,
Sp(' — 2)ag= / dk [(% +m)apf(t — 1)e” T (o m) gt — t’)ei’“‘(w'—m)]

:/ d*k i(k"‘m)aﬁ 6—ik~(:c’—x)
(

2m)* k2 — m? 4 ie

d'k e
E/WSF(@QB@ k(a'=z) (4.79)

where Sp(k) is the Feynman propagator in momentum space, already discussed in
section 2.4 We can also verify that Feynman’s propagator is the Green function for
the Dirac equation, that is,

(i@ —m),, Sp(r' — x)ap = 10,50 (2" — 7). (4.80)

4.2.6 Electromagnetic field quantization

The free electromagnetic field is described by the classical Lagrangian,

1 v
L= —ZFWF“ , (4.81)
where
F.=0,A,—0,A,. (4.82)

When we try to apply the canonical quantization to the potentials A* we imme-
diately run into difficulties. For instance, if we define the conjugate momentum
as,

oL

A (4.83)

Tt =
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we get
S R T
I(Ay) Ok ’
™ = a_g =0. (4.84)
0Ap

Therefore the conjugate momentum to the coordinate A° vanishes and does not allow
us to use directly the canonical formalism. The problem has its origin in the fact
that the photon, that we want to describe, has only two degrees of freedom (positive
or negative helicity) but we are using a field A* with four degrees of freedom. In
fact, we have to impose constraints on A* in such a way that it describes the photon.
This problem can be addressed in three different ways:

i) Radiation Gauge

Historically, this was the first method to be used. It is based in the fact that
it is always possible to choose a gauge, called the radiation or Coulomb gauge,
where

A'=0 ; V-A=0, (4.85)

that is, the potential A is transverse. The conditions in Eq. (£88) reduce the
number of degrees of freedom to two, the transverse components of A. Tt is then
possible to apply the canonical formalism to these transverse components and
quantize the electromagnetic field in this way. The problem with this method
is that we lose explicit Lorentz covariance. It is then necessary to show that
this is recovered in the final result. This method is followed in many text
books, for instance in Bjorken and Drell [10].

ii) Quantization of systems with constraints

It can be shown that the electromagnetism is an example of an Hamilton
generalized system, that is a system where there are constraints among the
variables. The way to quantize these systems was developed by Dirac for
systems of particles with n degrees of freedom. The generalization to quantum
field theories is done using the formalism of path integrals. This is the only
method that can be applied to non-abelian gauge theories, like the standard
model, but it is beyond the level of this introductory course. There are many
excellent textbooks (see for instance my text [11]).

iii) Undefined metric formalism

There is another method that works for the electromagnetism, called the for-
malism of the undefined metric, developed by Gupta and Bleuler [28/29]. In
this formalism, that we will study below, Lorentz covariance is kept, that is we
will always work with the 4-vector A,,, but the price to pay is the appearance
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of states with negative norm. We have then to define the Hilbert space of
the physical states as a sub-space where the norm is positive. We see that
in all cases, in order to maintain the explicit Lorentz covariance, we have to
complicate the formalism. We will follow the books of Silvan Schweber [30]
and Mandl and Shaw [27].

4.2.7 Undefined metric formalism

To solve the difficulty of the vanishing of 7°, we will start by modifying the Maxwell
Lagrangian introducing a new term,

1 1
L =—= VF/W__
12 2£

4
where ¢ is a dimensionless parameter that acts as a Lagrange multiplier for the
Lorenz condition d, A* = 0. Now we obtain for the conjugate momenta
oL 1

— T 0 Z g0y . A, 4.87
oy 2904 (4.87)

(0-A)?, (4.86)

T
that is

7k = EF

{ w0 =40 A)

Now we can proceed with the quantization that leads to (we take £ = 1, the so-called
Feynman gauge),

[Au(fv t>7 Av(gv t)] = [Au(fv t)v Aﬂ(gv t)] =0,

[Au(@,1), A (§,1)] = ig,u6°(T — 7). (4.88)

If we compare these relations with the corresponding ones for the real scalar field,
where the only one non-vanishing is,

[2(Z, 1), o(F.1)] = —i6°(F — ) , (4.89)

we see [g,, = diag(+, —, —, —)] that the relations for space components are equal
but they differ for the time component (hence the name of indefinite metric). This
sign will be the source of the difficulties previously mentioned in quantizing the
electromagnetic field. It turns out that we can keep going with this covariant for-
malism and that for physical states only the two transverse photon polarizations
will contribute. The contributions from the time component will cancel those from
the longitudinal one just leaving the transverse degrees of freedom.
So we do not worry about this sign, and expand A, (z) in plane waves,

Al (z) = / dk Y [alk, A)e(k, Ne ™ + al(k, e (k, A7) (4.90)

A=0



4.2. Brief review of second quantized free fields 145

where e#(k, \) are a set of four independent 4-vectors that we can assume to be real,
without loss of generalityll. We will now make a choice for these 4-vectors. For this
we need to introduce, besides the photon four momentum k*, another four-vector
n* linearly independent of the previous four-vectors. We choose (1) and £*(2)
orthogonal to k* and n*, such that

et (k, N)eu(ky ) = —6an for A, N =1,2. (4.91)

After, we choose ¢*(k, 3) in the plane (k*,n#) orthogonal to n* and normalized, that
is

et(k,3)n, =0 ; e"(k,3)e,(k,3)=—1. (4.92)
Finally we choose e*(k,0) = n*. The vectors e#(k, 1) and ¢*(k,2) are called trans-
verse polarizations, while e#(k,3) and &*(k,0) longitudinal and scalar polarizati-
ons, respectively. We can give an example. In the frame where n* = (1,0,0,0) and
k is along the z axis we have

e"(k,0) = (1,0,0,0);e"(k, 1) = (0,1,0,0);"(k, 2) = (0,0,1,0); ¢"(k, 3) = (0,0,0,1).

(4.93)
In general we can show that
e(k, A) - e*(k, X) = g™, Y gMe(k, Ne™ (k) = g (4.94)
A
Inserting the expansion (£.90) in (£.88]) we get
[a(k, \),a" (K, X)] = —g™ 2k0(27)36° (k — k') , (4.95)

showing, once more, that the quanta associated with A = 0 has a commutation
relation with the wrong sign. See, for instance, Refs. [11,27] for more detailed
discussion. For our purposes we will use this covariant formalism without showing
all the details.

4.2.8 Feynman propagator for the Maxwell field

The Feynman propagator is defined as the vacuum expectation value of the time
ordered product of the fields, that is

Dy(x,y) = (0[TAu(z)A,(y)|0)
= 0(z" —y°) (0] A (2) A (9)]0) + 0(y° — 2°) (0] A, (y) A (2)]0) . (4.96)

Inserting the expansions for A,(x) and A, (y) we get

D“,,(x i y) _ —g;w/gl% [e—ik-(m—y)e(xo B y()) + eik-(w—y)e(yo i xon

4As they can also be taken as complex, in general we take the complex conjugation.
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d*k ) -
= _g;w/— ! - e~ k(@)
(2m)* k% + ie

d*k ik
/WDW(k;)e k(e—y) (4.97)

where D, (k) is the Feynman propagator on the momentum space

_ —w
D, (k)= — . 4.98
H ( ) k2 + q¢e ( )
that we have discussed in chapter [3 (see Eq. (3.67)) It is easy to verify that D, (z—y)
is the Green’s function of the equation of motion, that for £ = 1 is the wave equation,
that is

0: Dy (7 = y) = iguud*(z —y) . (4.99)
These expressions for D, (z—y) and D, (k) correspond to the particular case of

& =1, the so-called Feynman gauge. For the general case where £ # 0 the equation
of motion reads

ot - (1- 1) o vy <o, )

For this case the equal times commutation relations are more complicated (see Pro-
blem [£.3)). Using those relations one can show (see Problem [.4]) that the Feynman
propagator is still the Green’s function of the equation of motion, that is

1
S - (1- 1) 00| a0 = e . do
Using this equation we can then obtain in an arbitrary £ gauge (of the Lorenz type),
- Y : kuky
D, (k) =—i—"— 1—&)—"——. 4.102
H() Z]{;2—|—7;5+Z( £>(l{22—|—7,€)2 ( 0)

4.3 The S-matrix

In the previous section we described the free field quantization using the Heisenberg
Picture (HP). Now we want to study the interacting fields. For this we begin by
separating the Lagrangian in its free and interacting part,

L="Lo+ Lins . (4.103)

For instance for QED we have

Ly =: iﬂ(m)y“@lﬂb(aj) — mip(x)Y(z) — iFuy(SL’)ij(SL’) : (4.104)

and

Line = etp(z)y, A" (z) : . (4.105)
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The separation in Eq. (4I03)) leads to a corresponding separation in the Hamilto-
nian,
H = Hy+ Hyy . (4.106)

As we saw in section [4.1], this is precisely the separation that is at the basis of the
Interaction Picture (IP). In the IP the operators satisfy equations of motion similar
with those of the HP, but evolving with the free Hamiltonian Hy, Eq. (414). The
other important point is that if the interaction Lagrangian does not have derivatives,
then the momenta canonically conjugate to the free fields and interacting fields are
equalﬁ. As the IP and HP are related by an unitary transformation, the interac-
ting fields in the IP satisfy the same commutation relation as the free fields in the
HP. These means that we can use the algebra of the free fields for the interacting
fields in the IP. They share the same plane wave expansion and the same Feynman
propagators.

The equation of motion for states in the IP is Eq. (416 that we write now as
(we go back to h = 1)

d
17 |9(0)) = Hin [2(1)) (4.107)
where the interaction Hamiltonian in the IP is (see Eq. (E12)),

Hint = 6Z'H()(t_t())}Iiite_iHO(t_tO) ’ (4108>
with HJ, being the interaction Hamiltonian in the SP. In this equation and from
now on, we will drop the mention to the IP as we will only be considering this case
and this simplifies the notation. Eq. ([@I0T7) is the Schrodinger equation for a time

dependent Hamiltonian. As the Hamiltonian is hermitian the probability of the
sates is preserved,

(R(B)[(t)) = (ili) (4.109)

where at some initial time, ¢;, we have |®(¢;)) = |i).

This formalism is particularly adapted to the scattering processes we are inte-
rested in. At ¢ = —oo we prepare some initial state |i) that we then let evolve with
time and interact with other fields. At time ¢ = oo all these interactions took place.
The S-matrix is defined as the relation between |®(c0)) and |®(—o0)) = |i). More
precisely,

1B(c0)) = S |B(—00)) = Si) . (4.110)

The state |®(00)) contains all the final states, but normally we are interested in
the probability of going into a particular final state |f). This amplitude is therefore,

(f[®(00)) = (fIS|i) = Spi- (4.111)

5We will comment on section 7] on this assumption, but for the moment we will only consider
this case, as it happens in QED.
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Using the expansion of |®(oc0)) in a complete set of final states one can show the
unitarity of the S-matrix, namely

> ISnP =1, (4.112)
f

ensuring the conservation of probability (not of particles) (see problem [4.5]).
To find the S-matrix we have to solve the differential equation, Eq. (LI07) with
the initial condition |®(—o00)) = |i). We can write the integral equation

t
B(0)) = i)+ (~0) [ dtsHu(t) [B(12) (1113
which is equivalent to Eq. (£I07) with the proper initial condition as t — —oo. It
should be clear that we have not solved the problem, because the state |®(t)) appears
on both sides of the equation. However, this form is particularly useful to set up
perturbation theory. If the interaction Hamiltonian has some small dimensionless
parameter (like the fine structure constant o = 1/137 in QED), then we can solve
Eq. (4113) by iteration. In a first step we get

B(E) = |4) + (=) / ity Hog (1) 1) + (—i)? /_ it /_ ity g (1) Hine () |B(t)) -

—0o0

(4.114)
Iterating further and noticing that t,, — —oco in this process, we get
o0 t—o00 t1 th—1
Boc)) = S0 [ s [ dtere [t H(t) Hunlt) - Hut) [000))
n=0 —00 —0o0 —00
(4.115)

and using the definition of the S-matrix we get
0 00 t1 tn—1
S = Z(—i)"/ dt1/ dts - - / Aty Hing (t1) Himg (t2) - - - Hing(t,) . (4.116)
n=0 —0o0 —00 —0o0

Noticing that in Eq. (A.I10) the times are time ordered, because t > t; >ty > -+ >
tn, we can use this to write the S-matrix in the form (see problem [4.6])

S = io % /_: dty /_: dts - - /_: dty T (Hin(t1) Hing (2) - - - Hing (80)) - (4.117)

The final step is to write the S-matrix in terms of the Hamiltonian density Hiy,

S:Z(_nll)

n=0

/d4$1d4$€2 cee d4$(7nT (Him(l’l)Him(SL’g) tee Hint(l’n)) s (4118)

where now the integrations are over all spacetime. This equation was derived by
Dyson [311132] and is known as the Dyson expansion of the S-matrix. This will the
starting point to establish the perturbative series.
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There are some fine points regarding the specification of the initial and final
states |i) and |f). These are eigenstates of the unperturbed Hamiltonian Hy. The
question that arises is how these states get perturbed before the transition we are
studying. We will comment on this further on section [4.7] but for now it is enough to
say that if we keep to the lowest order in the non-vanishing contribution to a given
process there is no problem.

4.4 Wick’s Theorem

In doing actual calculations we will be dealing with the problem of calculating S-
matrix elements between given initial and final states,

Sy = (fIS]i) (4.119)

where the states |i) and |f) are obtained from the vacuum by use of appropriate
creation operators and for the S-matrix we use the Dyson expansion in Eq. (ZII8]).
For instance, the state with one electron with momentum p and spin s will be given
by

i) = |p) = Npb¥(p.5) [0) , (4.120)

where NV, is some normalization. In section we will discuss the normalization
and we will discover the value of N, in order to make contact with the definitions
of chapters 2l and Bl For the purpose of this section we just want to look at the
structure of the matrix elements and relative signs, and therefore we can simplify
the expressions by setting here IV, = 1.

Now consider, for definiteness, that we want to calculate the scattering the Moller
scattering, e~ (p1) + e~ (p2) — e (ps3) + € (ps), in second order in QED. We then
want to look at the following term in the expansion of the S-matrix

—)?
52 = b [ st Qb0 (2 P (22) ¥ (2 ()10}, (4121)
where, for simplicity we have suppressed the spin indices and the interaction Hamil-
tonian density is given b

Hine(2) = —€ : Y(x)y"h(2) Au(z) © . (4.122)

As the fields in Eq. (£121]) have the free field plane wave expansion, the method to
evaluate that expression is to move all the annihilation operators to the right and
all creation to the left until they hit the vacuum. This is straightforward but a bit
lengthy to do in every case. That is where the theorem of Wick comes to rescue us.
This theorem relates the time ordered product that appears in Eq. (£121)) with a

6To simplify notation, in this chapter we are already assuming QED and that we are dealing
with electrons, with Q. = —1 already included explicitly and e > 0 as everywhere.
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sum of normal ordered terms and some c-numbers. As the normal ordered terms
have already the annihilation operators to the right and the creation operators to
the left, the process is very much simplified.

Before given the general form, let us consider first the case of just two fields.
This will enable us to introduce the appropriate notation to state the theorem. We
start with two scalar fields. Then

T (o(x1)p(x2)) =: p(x1)p(x2) : + c-number , (4.123)

because each of the fields have a creation and annihilation part, and the process
of doing the normal ordering will give the commutators that are c-numbers (that
is, they are not operators). In fact it is very easy to calculate this c-number. For
that we take the matrix element between two vacuum states and use the results
(0] : ... - |0) = 0 and (0]|0) = 1, to write

c-number = (0|7 (¢(z1)¢(x2)) |0) = Ap(z1 — 22), (4.124)

that is, the c-number is the free field Feynman propagator (Ap is the propagator
for the real scalar). It is conventional to use a name, contraction, and a notation for
this operation, that is,

T (o(z1)p(x2)) = @(x1)o(22) 2 + (1) @(22) (4.125)
where, clearly, the contraction is the Feynman propagator,
p(x1)p(r2) = (0T (p(21)p(22)) [0) = Ap(21 — 22) . (4.126)

For the other types of fields we have an expression similar to Eq. (EI28) with
the following correspondence,

ple1)p(ws) =Ap(1 —2) (4.127)

cp(xl_l)glpT(xg) = M(xl) =Ap(r; — T9), (4.128)
Ya(21)P(12) = — Pg(2)¥a(11) =Spas(zr — 22). (4.129)
AN (1) A* (3) =Dif (w1 = 2). (4.130)

where the minus sign in Eq. (£129) comes from the anti-commutation rules for
fermionic fields.

We are now in position to state the theorem of Wick. To simplify we omit all
indices and spacetime coordinates. We have

T(ABCD.. WXYZ)=: ABCD .. WXYZ:
+:ABCD.. . WXYZ:4+:ABCD.. WXYZ:4+---+:ABCD .. WXYZ:
L (- L
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+:ABCD.. WXYZ:+---+:ABCD.. WXYZ:
L1 L L L]

TR (4.131)

where in the first, second, third line, we have respectively no contractions, one con-
traction, two contractions and so on in all possible ways. As the contractions are
c-numbers they can be taken out of the normal products. When we actually subs-
titute the contractions for the Feynman propagators, the correct signs for fermions
have to be taken in account, as in Eq. (£129). Wick also proved an extension of the
theorem for the cases where some of the operators inside the T-product were already
normal ordered, as it happens with H;,.. In this case we should not do contractions
among the fields inside the normal ordered product, at the same spacetime point.

Wick’s theorem is proved by induction. We will leave the proof for appendix
Here we just give a non-trivial case to show how it works. Let us consider a case
that will be useful in the next section, the term that comes from second order in the
QED interaction, where we have,

T (Hine(21) Hing(22)) = T (- —ed (1) yu0p (w1) A (21) =2 —etp(22) 1 (2) A (2) 2)
= (=)” [T (: P11 AT = omaha AL 2] (4.132)
where we are using a simplified notation. We then get
T((—1/e)Hine(x1) (—1/€)Hine(22)) = T (: 11 AY = yyaha A )
= 1t Ay e Al
+ 1 P AN 1t AT <+ Ay A

+ E17u¢1A§LE27uw2Ag :

+: %%@?1/1‘1@'2%142145 it @17;1??11?1/11@2%@?2/15 :

+ Yy ATy yabe AY
= ]

+: ?1%@?1/}@2%?421‘15 :

= Emwlfl‘f%%%% :
- SFBa(:@ - :171) : (%ﬂbl)a A%ll (@271/)5 A; :
+ SFaB(zl - 1'2) : (@17#)(1 A/f (%/¢2)5 Ag :

+ Dy (21 — 22) : $17M¢1$27u¢2 :
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— Srpa(®2 = 1) (V) gor SFPvp (1 — T2) (W) grg + ATAS

— Sppalre — 21) DF (21 — 22) + (3u¥1),, (V2 0) 4

+ Spag(1 — 22) D’ (1 — @) + (V17) , (0¥2)

= Srpa(r2 = 21) (V) g SFars (11 = 22) (W) g D (41 — 72), (4.133)

where no contractions were made between fields in the same interaction Hamiltonian
as they are already normal ordered.

We will use this expansion in the next section, but let us remark, that if we take
the amplitude of Eq. (£133) between two vacuum states only the last term gives a
non-zero result, that is

<O|T( 1nt( 1) Hint(x2))‘0>
= (=1)(=e)* Tr [Sp(zy — 21)7uSr(x1 — 22)7] DE (21 —22),  (4.134)

that corresponds to the diagram of Fig. 4.1l We will discuss this type of diagrams

T, W To,V

Figura 4.1: Bubble corresponding to Eq. (£134).

in section 1.7l Notice also the minus sign connected to a closed loop of fermions.
We will come back to this in the next section.

4.5 Feynman Diagrams in configuration space

Now we will calculate the S-matrix elements using the Dyson expansion instead of
the method of the Green’s functions developed in chapter 2l We want to calculate

the amplitudes
Spi = (f15]i) (4.135)

for a given final and initial state using the expansion in Eq. ([LI18), for the QED
interaction

Hing(z) = —e€: E(:c)fyuqﬂ(:c)A“(x) D (4.136)

The idea is to perform a few examples and then the complete set of rules will follow
as we did in chapter [3 for the other approach. To this end we realize that in order to
obtain a non-zero result, a certain combination of creation and annihilation operators
have to appear in S to annihilate or create the particles in |i) or |f). Obviously
the n = 0 term in the S-matrix corresponds to no interaction. In QED, the n =1
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term will also not contribute to physical processes. This is because it could only
contribute to processes like

e” e+, y—e +et, oo, (4.137)

that are forbidden by conservation of four-momentum. So the lowest order term
contribution is the second order term. In the previous section we have already illus-
trated the use of Wick’s theorem using precisely this term. Let us write separately
the various terms grouping them in a way that they will contribute to different
physical processes. We have

F
SO =3"5% (4.138)
i=A
where
@_ € [ = b v
SA = d IL’ld T . wlypw1A1w27uw2A2 <y (4139)

2!

e — — — —
Y = =2 [ derd'ss | AT AL s+ B A Tyn Ay

2!
(4.140)
2
e — " v
S = —5 dzyd sy Py Ay AY (4.141)
e? — — y — — v
S& = 5 d*zid zy [ : ?{)17u?/)11f1’f?/127u@|b2142 D Y ATV T he Ay 3} ;
(4.142)
2
e — J—
51(32) =g d*zydiay - V11 AT Ay (4.143)
. | | | |
2
e —- — v
Sp) = g7 | d'rrd'es : Py A A - (4.144)

Now let us discuss the various types of processes that correspond to these different
terms

. 2
Processes in Sg )

This term does not contribute to any physical process. The two vertices with co-
ordinates x; and x5 are not connected to each other and can only be connected to
external particles like in S| being forbidden by energy-momentum conservation.



154 Capitulo 4. Wick’s Theorem and Feynman Rules for QED

. 2
Processes in SJ(B)

Let us look now at processes in Sg). There are two terms in Eq. (4140) but they
are not independent. In fact we can relabel (z1, 1) <+ (2, v) in the first term (just
a change of integration variables) and then we get

: ?2%%145@1%1?114}11 = El%qﬁlAﬁz%%Ag O (4-145)

and therefore it is equal to the second term, cancelling the factor 1/2!. This is in
general true, in QED the factors 1/n! will always cancel. In getting Eq. (EI45)
there was an even permutation of fermion fields and therefore no minus sign. So
after this we get

S(Bz) = —62 /d4$1d4$2 Zal’yulplA?EQ”ylﬂﬂgAg L. (4146)

In Eq. (4146) we have a fermion propagator connecting the internal vertices
with coordinates x1, x5 and two uncontracted fermion and two uncontracted photon
fields. The creation and annihilation operators in these fields have to annihilate the
corresponding annihilation and creation operators in the initial and final state. The-
refore this term contributes to processes with two fermions (electrons or positrons)
and two photons. The possible processes (conserving electric charge) are

e +y—e +y, etty—=etty, e +et 5 y+y, gty — e +et. (4.147)

To see how this works let us look at the first process, e +~v — e~ +, the Compton
scattering. This process corresponds to select the positive frequency part ¢ (x3) of

1(x5) to annihilate the initial electron and the negative energy part ¢ (x1) of ¥(x)
to create the final electron. But for the photons we have two possibilities, either
Af(w1) or A (x5) can absorb the initial photon, and A (1) or A7 (72) can emit the
final photon. So we have two possibilities,

SP(e” +7 = e 4+9) =852 + 52 (4.148)

where
S® = —¢? /d4931d4£52 ¥ (2)y"Sp(1 — o)y Ay (21) A (22)y T (22) ,  (4.149)

where we have written the contraction in terms of the Feynman propagator and
have put the operators in normal order, so that we can take out the : symbol. For
the other possibility we have

SO = _¢2 / dardizy B ()7 Si(@y — w27 Ay (22) AT (1) (3) . (4.150)
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Figura 4.2: Diagrams for Compton scattering corresponding to Eq. (£149) and

Eq. (£150).

These two possibilities correspond to the Feynman diagramsﬁ] of Fig.

The other processes in Eq. (£I47) could be obtained in the same way. In all
of them there is a plus sign between the two diagrams as they only differ by the
exchange of the photon field that is a boson. We leave to the next section how to
proceed in finding the Feynman rules in momentum space.

. 2
Processes in S(())

Now we look at 5(02 ). As we can see from Eq. (.147]) there is one contracted photon
line, that will give an internal photon propagator and four uncontracted fermion
lines. So we can have all processes with two electrons or positrons in the initial and
final state. The only requirement is to conserve charge. So the possible processes
are

e +e —e +e, e +et settet, e +em se et (4.151)

To see how this works let us look at the first process in Eq. ([A.I51]), e~ +e~ — e +e™,
known as Moller scattering. The initial state is defined as

i) = b (p2)b' (p1) 10) - (4.152)

Now the electron 1 with momentum p; can be absorbed either by ¥ (x;) or ¢ (z3).
In the end both possibilities will give the same result after an interchange x; <> x5
and will cancel the 1/2! factor. So we assume, for definiteness, that electron 1 is
absorbed by ¢ (1) and that the 1/2! factor is already taken care of. We still have
two possibilities, as the final electrons emitted by ¢ (z1) or ¢ (z3) in Eq. (&141),
can be connected to electrons 3 and 4 in two different ways leading to the Feynman
diagrams in Fig.[4.3] These two diagrams have a relative minus sign. We will do the
full calculation in momenta space in the next section, but let us explain in simple
terms the relative sign. The starting point is

Xyuw = (0] b(p3)b(pa) : El%ﬂﬁl@z%wz : bT(pz)bT(pl) 0) , (4.153)

"From now on, we will use the usual convention of drawing the diagrams with time flowing from
left to right.
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Figura 4.3: Feynman diagrams for Moller scattering.

where we are not writing the photon contraction. Each of the fields can be separated
in the positive and negative frequency parts,

b=yt +yT, P=9 +¢ . (4.154)

From Eqs. (4.65) and (£.66) we can see which particles each of these components
absorb or emit. We collect this useful information in Table .11

Field | Operator Action
(an b(p) Annihilates an electron
(I d'(p) Creates a positron
$+ d(p) Annihilates a positron
P bl (p) Creates an electron

Tabela 4.1: Correspondence between positive and negative energies and annihilation
and creation operators.

As we already have assigned that electron 1 is absorbed by ¥ (z), then electron
2 has to be absorbed by 1" (x3). Therefore we must have,

Xy = (01 b(p3)b(ps) - 0 (z1) b * (1) (22) 7" (22) 2 0T (p2)bT (p1) |0)
= (0] bsby : ¥ (1) T (@)Y (w2) 3" (22) : bYBL |0)
= (0 b3ba (¥ (21)7)a (@ (22)7)8(Y T (22)) s (YT (21))ablb] [0) . (4.155)

where we have simplified the notation (b; = b(p1), .. .), and removed the normal order
symbol after moving all annihilation operators to the right and creation operators
to the left. There is no sign, because we made an even number of permutations.
Now, in the initial state we have to move ¢*(z1) to annihilate bl. In the next
section we will see the details, but here as we just want to count signs, we use the
notation [er(xl)bI] for that operation. So we get, taking care of the signs for the

anti-commutation,

X = = (0 bsba(F (@1)7,)a@ (22)70)s | (0" (@2))s B |0 (@) d]] 10), (4.156)
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Now the creation operators in ¢ (1) and 9 (x5) have to hit the operators bs
and by. This can be done in two different ways and taking care of the number of
commutations we get,

X = 0] [(@” @1))a] [0 @2)w)s] [0 (2))a 8] |6F@0)atl] 0)

—yva b
=X, + X, (4.157)
corresponding, respectively, to the left and right diagrams in Fig. 4.3

As another example with positrons, we consider the process e~ +et — e~ + e,
known as Bhabha scattering. The starting point is now

Yo = (0] bsdy : 0y y,tb1hyyutbn « dipl [0) | (4.158)

where we consider that 1,3 are electrons and 2,4 positrons. Again to take care of
the 1/2! we choose electron 1 to be connected to x;. This means that we should
have 1T (x1). This also forces the creation of the final positron, particle 4, to be at
xo through ¢~ (x9). We have therefore

Yo = (0] bady 1 (1) 7,0 T (1)1 () 100~ (w2) = dibl |0) . (4.159)

Now for (x;) and 1(x5) we can have two possibilities, either EJr(xl)E_ (x2), an-
nihilation of a positron at x; and creation of an electron at zp or ¢ (xl)EJr(:cg),
creation of an electron at x; and annihilation of a positron at z,, corresponding to
the two diagrams of Fig. [£.4l We write therefore,

Xy T2

X2

Figura 4.4: Feynman diagrams for Bhabha scattering.

Y =Y +Y) (4.160)

wv

where
Y,fu = (0] bsdy : @Jr(ifl)%wwifl)a_(%)%?ﬂ_(552) : d;b{ 0)

= (0] badat) (w2) vt (22)¥ (1), (1) dib] |O)
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= — (0] bods (22)3 6 (2) | (0 (@)oo dh] [0 (@) b 10)
= (0] [a(@ (@2))s ] [dev(e2)s] [@ @i db)] [0 @) bl] 10), (4261)
and

Yo, = (0] bsdy : 0 (21)7b™ (20)8 (22)7,90 7 (2) = dib [0)
= (0] byda (P (21)7)0 ¥ (22)5 0 (21)0 (& (22)7,)5 db] 0)

— (0] bsca( (@1) )0 ¥ (22)s (B (@2)3)adh] [ 0" (@1)ad]] 10)

= — (0] |bs(B (w1)3)a] [dsv(22)s ] [ (e2)n)adh] [ (@)abl] [0).
(4.162)

showing the relative minus sign between the two diagrams. The remaining processes
in Table can be worked along similar lines.

. 2
Processes in S,(:,)

In S(D2), Eq. (£142) again we have two terms that are symmetric under the inter-
change x; <> x5, taking care again of the 1/2! factor. This diagram corresponds to
an electron being annihilated at z; and an electron being created at xo (we consi-
der, as before this order), with an electron and photon being exchanged. After this
choice we have,

2 A A v
S](:)) =—¢? /d4x1d4x2 ; lel%wlzfl’fwzvuglbgfb :
_ e / A1 A5y o Sy — 1) (1) D (23 — 31) (4.163)
corresponding to the Feynman Diagram in Fig. This diagram conducts to a

N

T X2

Figura 4.5: Feynman diagram for the electron self-energy.

divergent integral that will be studied in chapter [7l
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. 2
Processes in SfE)

Consider now the term 51(32). We have two fermion propagators and two photon in
the external lines. When connected to real external photons these can be connected
in two ways that again compensates for the 1/2! factor. We choose the photon to
be absorbed at 1. Then the element of the S-matrix reads

SY =~ ¢ / d*z1d w1 Y1y Ay Y ATH
4

=— 62/d4$1d4l’2(—1)T1" [Sp(x2 — x1)Y" Sp(x1 — 22)7"] Ay (w2) Af (1), (4.164)

corresponding to the diagram of Fig. The important point to notice here is

Figura 4.6: Feynman diagram for the vacuum polarization.

the extra minus sign due the anti-commutation of fermionic fields. This happens
to all closed fermion loops. This diagram is also divergent and will be discussed in
chapter [Tl

. 2
Processes in Sz(r)

Finally, the processes in 5}2) were already discussed in Eq. (£I34) and in Fig. 411
They correspond to the so-called vacuum-vacuum amplitudes or bubbles. We will
discuss them in section 4.7

4.6 Feynman Diagrams in momentum space

In the last section we discussed the QED processes contained in the S-matrix at
second order. We were able to see which processes corresponded to the different
contractions and discussed the relative signs that were not possible to understand
in chapter Bl As a final step in showing that we get the same Feynman rules by
this second quantized approach as we did before, we must go to momentum space.
We will leave the actual calculations of the QED processes to the next chapter, but
will perform the calculation to the point where we can read the invariant amplitude
M for each process and show that it equals what we have obtained before. We will
do that just for a few processes, but before we have to be more specific about the
normalization of states.
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Term in S® QED Process
Sf) No physical process
5 ety ey ety ety e +et vty vty —e +et
S(Cz) e +e —e +e et et et +efem+et e +et
Sg) e~ — e~ (1 loop) Electron Self-Energy
S](;) 7 — v (1 loop) Vacuum-Polarization
5}2) Vacuum-Vacuum Amplitude (Bubbles)

Tabela 4.2: QED processes contained in S, Eq. (ZI38).

4.6.1 Normalizations and definitions

In chapters 2] and [8] we used the following normalizations for the wave functions

_LL o) o Wi 1% _LL

wl_\/ﬁ \/Vu(p“SZ)e ’ A (Z’)— \/V\/2—k’0

of the electron and photon, respectively (see Eq. (2.51) and Eq. (8.124])). We showed
there that this corresponds to normalize to one particle in a box of volume V.

As our derivation of the invariant amplitudes and cross sections in chapter 3
assumed these normalizations, (see for instance Eq. (870)), if we want to make
contact to what we obtained there we should use the same normahzatlonJ To this
we need to know what is the equivalent of a wave function for quantum fields. In the
previous section we defined a one particle state of momentum p just by acting with
the creation operator in the vacuum. Let us generalize that definition by letting the
normalization to be determined. We consider an electron, but of course the same
would be true for other particles. We define

Ip) = Nb'(p) [0) (4.166)

ghe ke (4.165)

where we omit the spin indices to simplify notation. Now we consider the matrix
element of the quantum field ¥ (x) between this state and the vacuum,

(Olyp(x)[p) = N, (O]9 ()b (p, 5)]0)
= N, (0] / dp > [b(p’,S’)U(p’,S)E‘”’"x+d*(p’, s)o(p,s")e™ | bl (p, s)| |0)

=N, 00 [ dy 3 ot e .9 0)

8There is no standard convention for this question of normalization. Factors of 2w, 2E, /27
2F can appear in different places. In the end, if everything is done properly, everyone should
get the same expression for the cross sections, of course.
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= N, (0" ()b (p, 5)]0)

d3p/ —ip'-x
= / W@ﬂ-)g2p053(ﬁ - ﬁ)és,S’u(p/v S/)e P

= Nu(p,s)e " (4.167)
where we have used Eq. (£67). Now we compare with Eq. (Z5])) and we get,

N - 1 1
" VVV2E'
We will use this normalization both for fermions (electron and positron) as well as

for bosons (photon). For future use we collect here the results for all cases. For the
initial states,

(4.168)

U () [p) =N ()b (p) |0) = [0) Nyu(p)e ™, (4.169)
& (2) Ip) =N@ " (2)d! (p) |0) = [0) Nu(p)e P, (4.170)
AF(2) [k) =N, A (2)al (k) [0) = [0) Nye, (k)e ™, (4.171)

and for the final sates,

(plY (x) =N, (0]b(p)Y () = Npu(p) e®* (0] , (4.172)
(Pl (x) =N, (0] d(p)~ (z) = Nyv(p)e®* (0] (4.173)
(k| A7 (2) =Ny (0] a(k) Ay (x) = Nye' (k) €7 (0] . (4.174)

The other point that it is necessary to be precise, is the relation between the
S-matrix element and the invariant amplitude M. Here we will follow Eq. (8.73)
defining,

Sfi = 5]0,' +

(2m)*s* (Z pi — pr> [T~ HNf] iM, (4.175)
i f i f

where N; (Ny) are the normalization factors, defined in Eq. (£.168)), for initial (final)
state particles, respectively@. To get 1 M we have to factor out the expression in
square brackets.

With the previous definitions we are now in position of evaluating the invariant
amplitude for various processes. We just calculate a few of them to show that we
get the same results as in chapter [3

9We incorporated an extra 7 in the definition of M. Note that this convention is not universal
in the literature, in some books there is a minus sign. However, that this will not change any
physical result, as we will always need |M)].
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4.6.2 Compton scattering

The first process that we consider is Compton scattering
e (p) +y(k) = e (p) + (k). (4.176)

The S-matrix element is obtained from Eqs. (4149) and (AI50). We use the
same convention for the momenta as in section [3.81 We obtain

5= = [ dnaday O] a(EET (07" Sr (s — ) A (00) AT (22)0 (52
bY(p)a’ (k) [0) NNy N,Ny
== [ dtadtey 0] al¥) A (0 )U)T (01" Si (o — 2270 (22)81 )

Af (w9)a' (k) |0) Ny Ny N, N,y
2 d4q — ! v *
= — e NN NNy / Wu(p )7 SE(@)7 ulp)eye

/ d4l,1d4x26—i(p-x2+k-x2)6—iq.(x1 —a:g)ei(k/.:c1+p/,x2) ’ (4177)

where we have used Eq. (4.79) to express the Feynman propagator in momentum
space and Eqs. (£169) and (AI72) to evaluate the amplitude. We are left with
calculating the integral

—q . . —7 . — 7 /. /.
/d4l'1d4ll§'2€ i(p-xa+k xg)e iq-(z1 xg)ez(k z1+p’-z2)

— / d4xleiw1~(—q+k’+p’) /d4$26—iw2-(p+k—q)
=(2m)*6*(q—p — k)(2m)"d (¢ —p' — k). (4.178)
Inserting in Eq. ([AI717) we get
S = =Ny Ny N, Npa(p') " Se(p + k)y u(p)e,e, (2m) 6% (p + k — p' — k')

= [(2%)454(]) +k—p — k:’)Nka/Npr/] a(p')(ien")Sr(p + k) (ie”)u(p)e, e,
(4.179)

which gives
iM* =7(p')(iex”)Sp(p + k) (iey")u(p)e; (K)eu (k) , (4.180)

in agreement with Eq. (B120). In a similar way

Sy =—¢ /d4$1d43€2 (Ol a(K)b(p" )0 (21)y"Sr(1 — 22)" A, (22) A (21)0T (22)
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b (p)a’ (k) |0) Ny Ny N,N,

=—¢ / d'zyd*zy (0] a(k)Ay (22)b(p")0 (21)7" S (1 — z2)y W (22)b' (p)
Al (z1)a’ (k) |0) NNy NNy

= — N Np NNy (' )y Se(p + k)y ulp)ese, (2m) 0 (p + k — p' — k)

= [(@m) "84 0+ k' — ) NLN NN 0 () S (0 4+ B) ey ulp)ees

(4.181)

which gives
i M” =u(p") (iex*)Sp(p + k) (iey” Ju(p)e,(k)es (k') , (4.182)

in agreement with Eq. (B.120]). So we have verified the Feynman rules for Compton
scattering.

4.6.3 Bhabha scattering

To have an example of positrons in external lines, we choose Bhabha scattering,

e (p1) +ef(p2) = e (p3) + e’ (pa) - (4.183)

Again we have the two diagrams of Fig. 4.4l with a relative minus sign. From

Eq. (4.I61) we get
S?i = 62NP1NP2NP3NIJ4 / d4I1d41’2 <O| [b(P:’»)@_(ﬂfz)%)B} [d(pgt)@b_(l'g)g}

(" ) d ()] [0 (@0)a (1)) 10) D (1 = )

_ N
= = NN Ny Ny (pn) [ 35 DF (@) )

/ d4I1d4x26—m1~(p1+p2+q) ezxz-(p3+p4+q)

= [(2m)*6*(p1 + p2 — p3 — p4)Np1Np2Np3Np4}

U(ps)(iey, )v(pa) D (p1 4 p2)0(p2) (tey,)u(pr) , (4.184)
and therefore
i M® =7(ps)(ie,)v(pa) DE (p1 + p2)o(p2) (iey,)u(pr) - (4.185)

In a similar way

S = = 1N Ny Ny Ny [ dadas (0] o) (5 (1)) [dp2) ()]
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" (22)7)5 dT(P2)] (" (21)a b (p1)] 10) D (21 — )
= [(27T)454(p1 +p2—ps— p4)Np1szNp3Np4]

(=1)a(ps) (iey,)u(pr) Dy (ps — p1)o(p2) (iev,)v(ps) , (4.186)

and
i M" = (=1)a(ps)(iev,)u(pr) D (p3 — p1)u(p2) (iey, v (pa) - (4.187)
Eqgs. (185) and (4.I87) are in agreement with the application of the Feynman rules
of section with the sign provided by Wicks’s theorem. One can easily verify that

all the processes in Sg) and 5(02 ) are obtained by the same Feynman rules. We leave
for the next chapter the evaluation of the cross section for these processes.

4.6.4 Closed loops

Before we close the section let us see an example of the rule for closed loops. Let
us consider the vacuum polarization as an example. We start by the term Sg) in
the S-matrix expansion, given in Eq. (£I64]) and the contribution to the photon
propagator is

Sfi = — 62Nka/ /d4l’1d4l’2(—1)T1" |:SF<SL’2 — S(Zl)’)/uSF(LL’l — 1’2)”}/,/]

(0 a(k") A~ (w2) AT#(w1)a’ (k) [0)

= NN e () [ G TR S S

P PR o -
/d42§'1d4l’26 ip’-(x2 xl)e ip-(x1 xg)e zkxlezk To

d4p d4p/
(2m)* (2m)*

2m)*6*(p) —p — k)(2n)*0 p —p + K)

= — (=1) Ny Ny e (k)e (k) / Tr [SF(p/)”YuSF(p)%/}

_ [(2@454(1{; - k:’)Nka/] (—1)et (k)™ (K)

d'p . ,
/ @yt [SF(p+ k)(@ew)SF(p)(ze%)} . (4188)
and therefore
iM = ()R ) [ ST [Se+ Blien)Seipien)] . (4159)

in agreement with rules 8 and 9 of section and corresponding to the Feynman
diagram of Fig. [1.7. We will study this process in chapter [1l
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p+k

Figura 4.7: Vacuum Polarization.

4.6.5 Feynman Rules for QED

We have verified that the Feynman rules of section can be obtained from the
Dyson expansion of the S-matrix using second quantized fields. We are not repeating
the rules here. We just emphasize that Wick’s theorem is crucial in giving the
correct signs for all cases. Also, it should be noted that second quantization is
indeed necessary to understand the creation and annihilation of particles.

4.7 Some points we swept under the rug

In this section we will address some questions that we avoided discussing so far. The
reason for that is that the final result for the Feynman rules is correct despite the
points that we will see below. Therefore we can be less technical and proceed with
the calculations.

4.7.1 Initial state being a free particle

The first point is our definition of the initial and final states. We consider them as
free particles. However, we know that this is not true because quantum fluctuations
will change these states, even if initially they were free particles.

To address correctly this question it is necessary to use the formalism of Leh-
mann, Symanzik e Zimmermann (known as the LSZ formalism [33]) for in and out
states. This is explained in many books in QFT, for instance in my text [I1] but
it is beyond the level of this introductory course and we will not go into this any
further, except in connection with the next question.

4.7.2 What happens to the bubble diagrams?

We saw that in the Dyson expansion of the S-matrix there were terms fully contrac-
ted. These terms cannot connect to external particles and are known as vacuum-
vacuum amplitudes and sometimes as bubbles, for obvious reasons, see Fig. [4.1l
They can appear just like in Fig. [4.], but also in higher order processes like those of
Fig. (4.8 These diagrams are called disconnected, because two parts of the diagram
are not connected by any interaction. What should we do with these disconnected
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Y

Y
Y
Y

Figura 4.8: Disconnected diagrams.

diagrams? It turns out that the proper definition of asymptotic states in the LSZ
formalism also solves this problem. In fact the corrections to the vacuum exactly
cancel these contributions from the S-matrix. So we can safely consider only connec-
ted diagrams as we have been discussing up to now. For the details of this procedure
see my text, Ref. [11].

4.7.3 And what about interactions with derivatives?

There is a final point in this discussion. Remember that when we discussed the IP,
we said that we were considering interactions without derivatives, like in QED. The
reason for this was that in this way we could be sure that the conjugate momentum
would be the same for the free and interacting fields and we could use the free field
expansion and (anti)commutation relations.

It turns out that this is just a technical complication and that the Feynman
rules can be worked out giving similar results. This is not much discussed in the
literature, but you find a discussion in the books of Itzykson and Zuber [34] and
of Weinberg [35]. The interactions with derivatives are important in the standard
model, because they are present in the non-abelian gauge interactions. The reason
why they are not much discussed in the canonical formalism, is that to quantize
those theories you need the Feynman path integral formalism, instead of second
quantization, and there the problem does not appear. It is very interesting that
the path integral formalism solves both difficulties. However its study is outside the
level of this course, the interested reader can see my text Advanced Quantum Field
Theory [11].
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Complements

Complement 4.1 Spin-Statistics Theorem

In simple terms the spin-statistics theorem states that integer spin particles should be
quantized with commutation relations and those with half-integer spin should be quantized
with anti-commutation relations. The integer spin particles are called bosons and obey
the Bose-Einstein statistics and those with half-integer spin are called fermions and obey
Fermi-Dirac statistics.

The complete proof of the theorem is quite complicated [36H39]. Normally it consists in
showing that we get a pathological flawed theory if we do not follow the spin-statistics
assignment. There are three main ways of going about this:

1. Using the Lorentz invariance of the S-matrix
2. Requiring the energy to bounded from below (stability)
3. Requiring causality to hold.

We will not say anything about Lorentz invariance, but we can easily indicate the problems
with stability and causality. We will follow the arguments of Mathew Schwartz [40].

The Stability Argument

This is the simplest argument, and in fact we have already discussed it although we did not
emphasize it. Let us start with the real scalar field. We have seen that the Hamiltonian
density when written in terms of the annihilation and creation operators was given by

Eq. (4.26),
H= % / & w. [af (K)a(k) + a(k)al (k)] (4.190)

The next step was to remove the infinite energy of the vacuum. This was done normal
ordering the Hamiltonian, that is bringing the annihilation operators to the right of the
creation operators. Let us fro a moment assume that we do not know if we have to use
commutation or anti-commutation rules for the operators. Then one would get, after
discarding the c-number that would result from the commutation (or anti-commutation)

H= % / dk wy [aT(k)a(k) + a*(k)a(k)] (4.191)

where the + is for commutation and the — for anti-commutation. It is clear that we only
get a sensible result if we use commutation for the scalar field.

Now consider the case of the complex scalar field. There we would get, after bringing the
operators to normal order

Pr = /% I [ai(k)a+(k)%(1 +1)+ af_(k;)a_(k)%u +1) (4.192)
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It is interesting to note that for the charge

Q= / i« [af, (K)a.y (k) — a_(k)al (k)]

= [ [al (K)o ()  a(R)al (4] (4.193)

where here the — is for commutation and the + for anti-commutation. So we see that for
scalar fields we have to have commutation relations for the theory to make sense.

Now consider the case of fermions. Before using any commutation or anti-commutation
we get,

pr :/Zz% k- [b*(k:,s)b(k:,s) —d(k, s)d! (k, s)] :
0 :/&E : [b*(k:,s)b(k:,s) +d(k, s)dT(k,s)} : (4.194)

Then immediately we see that if we use commutation relations, the energy is not bound
from below, the creation of anti-particles will lower it. Also the charge looses its meaning.
In summary we have to quantize bosons with commutation rules and fermions using anti-
commutators, for the theories to be well behaved.

The Causality Argument

Causality here means that the commutator of two observables must vanish outside the
light cone, that is for spacelike separation. For spin zero fields this means.

[¢(z),6(y)] =0, (z—y)*<0 (4.195)

There is no equivalent for spinors as they are not observables. We can construct observables
out of bilinears like

{(@)(x), b))} =0, (z—y)*><0 (4.196)

However this does not imply that spinors have to anti-commute, as Eq. (£196]) can be
satisfied if the spinors commute or anti-commute at spacelike separations.

Now these commutators and anti-commutators can be calculated and look to see if the
above conditions are verified. We get

[0(2), d(y)] = iA(z —y) (4.197)
where

iAlx —y) = /(fi\lg [e‘ik'(x_y) - eik'(””_y)] (4.198)

This function can be evaluated although it is not a simple problem. We change variables
tot =20 —9° 7= & —gand r = |¥]. The integration is then done in spherical coordinates
in momentum space,

iz —y) = / B [emika0) — gita=n]
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:L / dkk2 /1 dcos 6 [e—iwkteikrcose - eiwkte—ikrcose]
(2m)?2 2wy J_

/ Jkk? sin(Vk? + m?t) sin(kr) (4.199)
V2 +m? kr

The result can be expressed in terms of the Bessel Function Jy. We have [40]

Jo(mvit2 —r2)  t>r

1 0

—Jo(mVt2 —r?) t< —r

As the function A(xz — y) is Lorentz invariant we have
A(Z—y,0)=0 (4.201)

which ensures that the commutator of two spin zero fields vanishes for space-like separa-
tions. Note that A(x — y) also satisfies the relations

(Op + mH)A(z —y) =0
Az —y)=—-A(y —x) (4.202)

We also note that
A — y)|0myo = —03(Z — ) (4.203)

ensuring the equal time commutation relation. If we had quantized with anti-commutators
one would get

} /dk‘ —ik xy+ezk(x y)}

_L / %/ dcosf [e—iwkteierOSO + eiwkte—ierOSG]
-1

~(2m)? 2wy

R dk2 cos(Vk? + m?t) sin(kr)

" 2n2 VEZ +m?2 kr

=i (t,7) (4.204)

The function Aq(¢,7) is given by [40]
iYo(mvit?2 —r2) t>r
1 0
e y 2 __ 42
Al(t,r) Ty O Ho(Z\/T‘ t ) t < |7"| (4205)
iYo(mvit? —r?) t<—r

where Y is the Bessel function of second kind and Hy = Jy+1Y) is the Hankel function. We
see that it does not vanish for spacelike separations, and the causality would be violated.

Now for fermions. We start with commutators. We get

(), 0 0)) = [ [ mpem ) — (e )]
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=(iv" 0y +m) /cfi\lg [e‘ik'(x_y) + etk (@)

and therefore the commutator does not vanish for space-like separations. However for the
anti-commutator

(W) 6w} = [ e[+ m)e ) o = )t o)
=(iv"0, +m) /(fi\lg [e‘ik'(x_y) - eik'(””_y)]
=(iv" 0y + m)iA(t,r) (4.207)

which vanishes outside the light cone. This is a sufficient but not a necessary condition
for causality to hold.
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Problems

4.1 For the charged scalar field derive the results in Eq. (4.47) and Eq. (4.49).
4.2 For the Dirac field derive the results in Eq. (£69) and Eq. (£70).
4.3 Show that for the general case of £ # 1 we have

[Au(Z,1), A(g,1)] = 0

[Au(@,0), A (7, 1)) = igyu [1 = (1 = €)9,0] 0°(F — §)

(A1), A;(7,1)] = [Ao(T,1), Ao(5.1)] = 0

[Ao(@, 1), Ai(7, )] = i(1 — €)0,0°(T — §) (4.208)

4.4 Use the results of Problem [4.3] to show that, in the general gauge with & # 1
we have

{ng“,) — (1 — 5) oo ] (0|T AP (z)AY (y)|0) = ig" 6*(z — y) (4.209)
where
<Dg“p — (1 — 2) ) ) AP =0 (4.210)
4.5 Using
[@(c0)) = D 1f) (f|Poo0) = Y1) Ssi (4.211)
prove Eq. (@IT2). f f

4.6 Show that

/ dtl/ dt2 int tl int t2 / dtl/ dt2T int tl)Hmt(t2)) . (4212>

4.7 Show that with the choice of Eq. (£I20) the states are normalized as
('lp) = 2B (21)°6° (5 — p).- (4.213)
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4.8 Consider a real scalar field with the interaction Lagrangian
A
L= 5 ot (4.214)

Evaluate the S-matrix up to second order in the coupling \.

4.9 Calculate the invariant amplitude M for the Moller scattering e 4+e~ — e~ +e~
and for pair production, v + v — ¢~ + et and show that they coincide with what
one would get from the application of the Feynman rules in section [3.9.



Capitulo 5

Exemplos Simples em QED

Vamos estudar neste capitulo processos simples em QED utilizando as técnicas que
aprendemos. Se nos ficarmos por duas particulas no estado final, o nimero de
processos em causa € muito reduzido. Na tabela [5.1] esta feito um resumo.

Processo Observagao Seccao
Yy+e = y+te” Efeito Compton 6.1
WoAem = pu +e Em QED 6.2

e +et e +et Difusao Bhabha 5.3 + Problemas
e~ + Niucleo(Z) — e~ + Nucleo(Z) +y Bremsstrahlung 6.4

e et =5 y+7y Aniquilacao de pares + Problemas
e +e —e +e” Difusao Moller Problemas
y+y—e +et Criagao de pares Problemas
v+ Nucleo(Z) — Nucleo(Z) +e~ + et Criagao de pares Problemas

Tabela 5.1: Processos simples em QED.

5.1 Efeito de Compton

Como primeiro exemplo das técnicas de cédlculo das secgoes eficazes de difusao vamos
estudar o efeito de Compton. Assim, temos uma primeira oportunidade de analisar
até ao fim um calculo especifico.

5.1.1 As amplitudes

Como vimos no capitulo anterior, para o efeito de Compton temos os dois diagramas
representados na Figura .l A amplitude total é

173
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€k e,k €k e, K
p 2 p o

Figura 5.1: Diagramas para o efeito de Compton.

M= M, + M, (5.1)

onde (Q. = —1, e >0)

My = (Z\‘i)2mﬂ(p/)%(lj + K+ m)yu(p)e” (k)" (k)
iMy = (P T — K+ () (R () (52)
Podemos entao escrever
M; = —u(p, s\ Tiu(p, s) (5.3)
onde
r, = 2;_ — (B 4+ m)e” (kN (K )
r, = %j—_ek,w — 4 m)et (k, N (K, N) (5.4)

Para calcularmos a sec¢ao eficaz temos de calcular |[M]?. Além disso, normal-
mente temos feixes nao polarizados (ver a frente o caso de polarizacao) pelo que
temos que fazer uma média sobre os spins do estado inicial e somar sobre os spins
do estado final. Assim a quantidade de interesse é

IS mp (55)
8,87 AN

Vamos concentrar-nos nas somas de spin dos eletroes. Primeiro notemos que
IM|? = M + [Ma]? + MM, + MM (5.6)

Tomemos entao o primeiro termo:

STIMPE = > A, sTulp, s)ul(p, s)Cyuly, s')

s,s’

= Z ﬂ(p/, Sl)rlu(p, s)ﬂ(p, S)Flu(p/a S,) (57)

8,8’
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onde, tal como na Eq. ([8.30), se definiu
T, =4°Ti,° (5.8)

Como vimos na seccao [3.2] as somas de spin podem ser transformadas em tracos
das matrizes v envolvidas. Como vimos para isso é necessario usar as relagoes

Y ualp,s)us(p, s) = (h+ m)as (5.9)

> valp,s)0s(p, ) = (p— m)ag (5.10)
Obtemos entao para a Eq. (B.71)

D M =Te [(f +m)Ty (p+ m)Ty] (5.11)

8,8’

Para os outros termos temos

Z|/\42|2 Tr [(f +m)Ta(p +m)Ts) (5.12)

Z(le\/l; + M{Ms) = Tr[(f + m)I'1(p+m)Ts]

8,8’

+Tr [(f + m)Ta(p + m)Ty] (5.13)

Para o caso dos fotoes as somas de spin (polarizagoes) sao efetuadas de acordo
com a relagao (ver Complement [5.1])

Z ek, \)e™ (k,\) = —g"” + termos proporcionais a k (5.14)

No entanto, a invariancia de gauge tem como consequéncia que 0s termos propor-
cionais a0 momento k nao vao contribuir para a amplitude (ver Complement [5.2)),
pelo que no seguimento usaremos a relagao simplificada,

> et (kN (k,A) = —g™ (5.15)

A relagao da Eq. (5.13), juntamente com a técnica dos tragos, permitem fa-
. 2 ;A
cilmente calcular Zspins |IM|? para qualquer processo em QED. Poder-se-4 por a
questao sobre o caso de haver polarizacao. Para o caso do fotao é preciso escrever
as expressoes para o e(k, \) correspondente no referencial escolhido e efetuar as
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contas. Para o eletrao a melhor maneira de aproveitar o formalismo dos tracos é
introduzir um projetor de spin. Entao substituimos

1+ 754
2

onde s* especifica a polarizacao escolhida. Depois de feita esta substituicao podemos
somar sobre todos os spins e reduzir as expressoes a tragos. A unica diferenca serd
agora o aparecimento do projetor de spin dentro dos tracos mas como também é
uma matriz 4 X 4 no espago das matrizes de Dirac nao levanta dificuldades de maior.

u(p, s) — u(p, s) (5.16)

5.1.2 A seccao eficaz de Compton

Vamos escolher o referencial do laboratorio onde o eletrao estd em repouso. Entao

(5.17)
k* = (k,0,0,k) k' = (K k'sin6,0,k cosf)
A férmula da secgao eficaz diferencial vird entao, Eq. (8.83)
1 - d3p/ d?’k’
_ ) 44 S A ) 2 1
do =g Gm) o p+k—p = K)IM| (27)32p/0 (27)32K0 (5.18)
Usando a fungao delta podemos efetuar 4 das 6 integragoes. Obtemos
do 1 1 k' —_—
= dk' ———10 k—FE —k 2 1
A0 dmk (27)? / T o M (5.19)

Para usar a ultima funcao delta temos que notar que E’ estd constrangido e relaci-
onado com k’. De facto da funcao 6*(p+ k — p'/ — k') resultou

pelo que
E' =\/F"?4+m?=Vk?+k? — 2kk cos ) + m? (5.21)
Entao
(W ~ exgeem)
S(m+k—E —k)= \11:@ : (5:22)
dk’
€ dE’ K — kcos®
= = (5.23)
ou seja

dr’
dk’

|E' + k' —kcosf| m+ k(1 —cosf)
B B B

‘1+
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m
Juntando tudo obtemos,
do 1 1 [(K\?
o :wzﬁ(z) M (5.25)
onde 1
ME =SS M (5.26)
s,8" AN

para o caso da seccao eficaz nao polarizada. Temos portanto que calcular os tragos:

5 1 , " v
Muf? = JTe[(F 4 m)y P+ E+m)nu(+m)y (4 E+m] s

TP
= {Te[f(p+ K+ m)p(p+ K+ m)] —2mTr[f(p+ K +m)(p+ K+ m)]

64

(2p - k)?

_ %Tr [(—20 + 4m)(p+ K+ m) (—2p + 4m) (p + § +m))

—=2m T [(p+ § +m)p(p + § +m)-Am* T [(p+ § +m)(p + § +m)] }

= {4m’p - + Te[F(p+ B)P(P+ )] — Am®Te [ (p + §))

64

T [P+ J)]+ 16m7 2 420 1)} s

= {4m’p-p' +8(p' - p+p k) (m*+p-k)—4p-p'(2m* + 2p - k)

e

—16m*(p' -p+p' - k) — 16m*(m* + p - k) + 16m*(2m* +2p - k) }

(2p - k)?
=8[2m +mA(—p-p —p k+2-k)+ (- k)@ )] (2;_ w62
De igual modo
IMa2=8[2m' +m?*(—p-p' +p - K —2p- k) + (p- K)(p' - K] 2 ) (5.28)
MM+ MM, = Wm 2k -p)(p-p) —2(k-K)p-p) =20 p)p- k)

+m*(=2k-p—k-p' +k-K —p-p'+2p- K +p k) —m'] (5.29)
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Finalmente somando tudo e usando a nossa cinematica

pP=p+k—F p-k=mk (5.30)
p-k =mk k-k' =kK(1—cosf)=m(k—Fk) (5.31)

podemos escrever

T STIMP + M MuM + MM} = 26 [(kﬁ) " (%) ~ sin? 9]

8,8 AN
(5.32)
e obtemos a férmula de Klein-Nishima [41] para a secgao diferencial do efeito de

Compto
do o® (KN’ [(F k L
0= 2me (z) Kz) + (z) ~sin 9} (5:33)

In pratice there are algebraic programs that are very useful to evaluate the traces
automatically. Today it is quite common to use the program FeynCalc [22]42,43]
which is a software package for Mathematica. To give an example of the use of
this package we give in the Software section the Code [5.I] necessary to evaluate the
following quantity,

1
wis = 537 (MU Mol + Mom + Mim] (5.34)

s,8" AN

which is relevant for Compton effect. We recommend the reader to compare the
time needed doing by hand and with the computer. All software codes described in
this book can be obtained in my web page [22].

5.2 Colisao e e™ — pu pu*

Consideremos o processo e (p1) + e (p2) = u(p3) + pt(ps) em QED. Veremos, no
Capitulo seguinte, que no ambito do Modelo Padrao das Interacgoes Eletrofracas
este processo € mais complicado do que aqui vamos considerar. Como 14 veremos
o resultado de QED é uma boa aproximacao quando a energia no centro de massa
for muito menor que a massa do bosao Z°. Em QED h4 somente o diagrama da
Figura contribuindo para o processo. De acordo com as regras de Feynman
conduz a seguinte amplitude

M= )0 () o ) e ()
= e’ L T(p2) Y u(p1) w(ps)vuv(ps) (5.35)

(p1 +p2)? +ic
!De facto a férmula de Klein-Nishima é para fotdes nao polarizados. A Eq. (533)) é o limite
néo polarizado (ver Problema [5.13)).
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Figura 5.2: Difusao e et — p~p™ em QED.

5.2.1 Calculo usando tracos

Vamos calcular a média sobre os spins iniciais e a soma sobre os spins finais usando
a técnica dos tracos. Obtemos

4

- Spgs M W v [(Pa — m)V (B + me )y T [(Bs + 1) 70 (s — 1) 70]
—8764 [( . ) 2 ( ) )( . )
~ (p1+ pa)? Pr-p2)my, = (P1-P3)\P2 - P4

+(p1 - pa)(p2 - p3) + (ps - pa)m? + 2mZm? (5.36)

e a seccao eficaz de difusao sera entao

4
d*p;
44
|M2(27)°0% (p1 + p2 — p3 — pa) n W (5.37)

/ 1

o =

4y/(p1 - p2)? — m}
Para prosseguirmos vamos desprezar a massa do eletrao, mas nao a do muao e

consideramos que se trata de colisdes eTe™ no centro de massa. Assim o resultado

aplicar-se-4 a producao de qualquer fermiao carregado em colisoes ete™ via QED.

Com estas convencoes a cinematica é entao

b1 :§ (170707 1) b2 :g (170707 _1)
Ps3 :% (1,8sin 6,0, 5 cosb) jon :g (1,—Bsin@,0,—f cosb) (5.38)

onde s = (p; + p2)? é o quadrado da energia no centro de massa, 6 é o angulo de
difusao do pu~ em relacao a diregao do e~ e B é velocidade dos muoes produzidos
nesse referencial

B=4/1— —~ (5.39)

Ao escrevermos [5.38 escolhemos o plano zz para o plano da colisdo. Isto pode ser
feito sem perca de generalidade devido a haver simetria azimutal em torno do eixo
do processo.
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Com estas convencgoes obtemos para a seccao eficaz de difusao para produzir um
w1~ segundo um angulo sélido €2 (ver Problema [B.6]),

d 1 p:
o |1130M| M
dQ)  6472s [piom|
L |ps| 1
— W3ITq2 — 2
327m2s \/§| | 6472s AIMI
2 4m2
. (52 60829+1+—“)
4s s
o?
=1 B[1+cos®0+ (1 — 3% sin®6] . (5.40)
s

Notemos que, no limite m, — 0, a seccao eficaz diferencial tem um comportamento
em 1 + cos?f. Depois de integrar no angulo sélido do p~ obtemos a seccio eficaz
total

2 2
o="2 53— 6 (5.41)
35
e no limite relativista, f — 1,
4o’
= 5.42
o= (5.42)

5.2.2 Calculo usando os spinores de helicidade

Depois de termos feito o célculo usando a técnica dos tragos, vamos fazer o mesmo
calculo usando os spinores de helicidade no limite em que desprezamos a massa das
particulas.

Usando os resultados da Eq. (I.239) obtemos para o estado inicial,

1 0 1 0

0 1 0 -1
ur(p1)=VE 1 Juy(p1)=VE 0 ,vur(p2)=VE 1 v (p2)=VE ol (5:43)

0 —1 0 -1

onde usamos p1(0,0) e py(7, 7) numa notagao p;(#, ¢) Do mesmo modo para o estado
final (p5(0,0), ps(m — 0, 7)) obtemos

urpn) =VE || up) =VE| | onp)=VE| | up)=VE| | (5.44)

onde usamos ¢ = cos(#/2), s = sin(#/2). Comecemos pela corrente do muéo,

Jr?luon = ﬂ(pfi)ryav(p‘l) = Jr?luon = UT(pg)U(p4), Jrinuon = uT(p3)O/U(p4> (545>



5.2. Colisao e et — p—pu™ 181

onde
i_ 0 o
o' = [Ui 0} (5.46)
Obtemos sucessivamente,
v
s
Jawon(1 1) =E e s ¢ s] | | =0 (5.47)
- S—
i
—c
muon(T T) [ s C 8] s _0 (548)
15
—ic
muon(T T) [ s C S:| —is =0 (549)
1
—c
s
muon(T T) |: s C S} c = 0 (55())
—5
e portanto J& .. (1,7) = 0. De modo semelhante se podiam calcular as outras

combinagoes com o resultado final (introduzimos uma notagao sugestiva em relacao
spinores associados a corrente),

Juzos (1, 1) =0 (5.51)

onde /s = 2E. Dum modo semelhante se obtinha a corrente do eletrao. Os re-
sultados podem ser resumidos da seguinte forma. As correntes nao nulas sdo (ver

Problema [5.0))

D1
N Turns (1) = /3 (0, -1, —i,0 5.52
b (1,4) = Vs ( ) (5.52)

D2
P

N Juyos (3, 1) = V5 (0, —1,4,0) (5.53)
7

D2
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b3
7 Tugo (12 4) = V5 (0, — cos 6, 4, sin ) (5.54)

N

ps3

p

ugor(1,1) = /5 (0, — cos 8, —i, sin 6) (5.55)

R

y2!

Obtemos portanto da Eq. (£.35]),

62

M) =— [Vs(0, =1, =i, 0)] - [\/5(0, = cos 0, i, sin 0)]

= 6_825 (14 cos) = —4ra (1 + cosb) (5.56)

e de modo semelhante
(ML T = MU D = (4ma)? (1 + cos0) (5.57)
M I = MU )17 = (4ma)? (1 — cos §)’ (5.58)

Entao

(M2 :i (47a)? [2(1 + cos0)? +2(1 — cos 0)?] (5.59)
= (4ma)? (1 4 cos? 0) (5.60)

e a seccao eficaz diferencial vird

do

aQ

em acordo com a Eq. (5.40) no limite relativista 8 — 1. O resultado esta na Fig.[5.3]
onde se mostram também os resultados experimentais da experiéncia JADE

Para compreendemos o resultado notemos que as unicas amplitudes nao nulas

sao aquelas em que os spins se somam para 1, como indicado na Fig. 5.4l Para
spin 1 segundo uma dire¢ao 6 temos (ver Problema [5.9))

1 a?

1 1 . 1
I1,+1), = 5(1 —cosf)|1,-1) + 7 sinf) |1,0), + 5(1 +cosf)|1,1), (5.62)

e portanto

ML) o (1, +1]1, +1), = %(1 + cos 6) (5.63)

ML) o (1, +1]1, —1), = %(1 ~ cosf) (5.64)
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[+ [}
dcos@
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Figura 5.3: Comportamento da seccao eficaz com o angulo de difusao e resultados
da experiéncia JADE (Bartel et al. (1985). A curva sélida é a previsao de QED e a
ponteado tem corregoes eletrofracas

1.1}

z
e ? e |1.1.};
TS

AL— AL -1 cosf  +1
z 1,1}
£,
) ? L 1. =),
"
» LR AL

Figura 5.4: Projecoes de spin
D1 D1 D3 D3
D2 /pz P4\ p4\
Figura 5.5: Amplitudes nao nulas e diregoes dos spins

(5.65)

Vemos que as amplitudes nao nulas nao mudam a direcao da seta do spin. Isto
deve-se ao facto de que a interacao de QED preservar a quiralidade como vimos na
capitulo I e no limite em que m = 0 a quiralidade é igual a helicidade
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5.3 Difusao de Bhabha (e7e¢™ — e7e™)

5.3.1 Calculo usando tracos

Vamos agora considerar o processo e” et — e~ e conhecido por difusao Bhabha [44].
Em QED ha dois diagramas contribuindo para este processo e ha um sinal menos

o o Pl_ 5 , D3 3
e e
+ +
e e
et et < <
b2 Pa

Figura 5.6: Difusao Bhabha

relativo entre os dois diagramas. Usamos o programa QGRAF [24] para determinar
os diagramas e obter os sinais relativos. Na seccao de Software podemos consultar
o Code 5.2 e o output correspondente. Podemos verificar que, tal como vimos no
Capitulo anterior, os dois diagramas da Fig. tém de facto um sinal relativo —.
Os elementos de matriz podem ser escritos como,

M= M+ M, (5.66)
com
e? o2
My =i gﬁ(m)VMu(pl)ﬂ(P?»)%U(pﬂx)’ iMy=—i Tﬂ(m)wu@l)@(p2)7;ﬂ’(p4)
(5.67)
onde
s = (p1 +p2)°, t=(p1 —ps)? (5.68)

As variaveis s, t sao duas variaveis de Mandelstam, que desempenham um papel
muito importante em processos de difusao 1 + 2 — 3 + 4 no CM. A sua definigao e
propriedades estao no Complement [5.3]

Vamos efetuar os cdlculos no limite onde /s > m,, onde podemos portanto
desprezar a massa do eletrdo. A soma sobre os spins finais e a média sobre os
iniciais déE,

1 9 et (1 wy o
P IM AP = Sl e T (5.69

spins

DT ) T ] = STl b ]

20s dois tracos resultantes da interferéncia sdo iguais, daf o facto de 2 na Eq. (5.69).
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Usando o programa para o mathematica que calcula os tracos descrito na Secgao
Software, Code [5.3] obtemos

1 ) J[EH s+ 4 (s+1)r _(s+1)?
1 pz My + My|? = 2¢ { = + 3 +2— (5.70)
Obtemos entao finalmente para a seccao eficaz diferencial,
do a? [t*+ (s+1t)* 2+ (s+1)* _(s+1)?
— = — 2 . 71
aQ  2s [ s2 - t2 - st } (5.71)

5.4 Bremsstrahlung

O Bremsstrahlung (radiacao de travagem) corresponde & emissao de um ou mais
fotoes. O interesse deste processo deve-se ao facto da seccao eficaz divergir como %
quando k£ — 0 o que quer dizer que é cada vez mais provavel emitir fotoes quanto
menor for a energia. Para vermos como desaparece a divergéncia em processos fisicos
vamos estudar o caso o mais simples que é o Bremsstrahlung dum eletrao no campo
de Coulomb.

Os diagramas sao os representados na Figura 5.7 O elemento de matriz M é

Figura 5.7: Bremsstrahlung no campo de Coulomb

entao dado por

e Ze T )
My = s [ P e

+(ie¢*)i%(ievo)} wlpiys)  (5.72)

ou ainda

26 T oh—krm U Eem)
My = —WU/(pf) [7 mﬁf + ¢ W“Y } u(p;) (5.73)
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5.4.1 A formula de Bethe-Heitler.

Vamos primeiro calcular a sec¢ao eficaz sem admitir que a energia dos fotoes é
pequena. Vamos assim obter a chamada férmula de Bethe-Heitler. Para isso é
conveniente escrever

Mfi ‘Z—»|2 (pf73f>ru<pusz) (574)
Entao
L3 e = S [+ m)T (5.75)

2q*

Se somarmos nas polarizagoes de fotao obtemos

Sf,8i

> T [(By + m)T (i + m)T]

AN

B F{_w D, “ E+m wD]% —m WﬁjLDg(pi'Pf—m — 2wE; — 2E;Ey)
m’ 2 w ) )
' !
+5-(2pi - py +m? + 2E; — 2B/ E; — 2E7) (5.76)
2 2 2 5
+D4Df [_(pi-pf) +m*(pi - py) + w(E;i — Ef)pi - py + 2pi - prErE; — mw }}

onde w ¢é a energia do fotao, e D;, Dy sao

D;, = E;—p;cosb;
Dy = Ey—pyscosty (5.77)

e os angulos sao definidos na Figura[b.8 Bethe e Heitler [45] calcularam este processo
pela primeira vez e deram-lhe uma forma muito compacta,

_ 2 | p3sin®0; p?sin? 6;
> T [(y +m)DGh+m)T] = = {fT(4E§ — @)+ = (4B =)
AN f 1

2w? ) . 2pipy
b, PO+ pysint ) = p o

sin 0, sin 07 cos p(2E7 + QEJ% — qz)} (5.78)

onde )
¢ = (ﬁz —pr— E) : (5.79)
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Figura 5.8: Definicao da geometria da Eq. (5.70]).

Entao a expressao da seccao eficaz sera

d Z%a3 d,
o _Lsa ppa) U (5.80)
dQ2,dQ.  (27)2 pig* w

dw
Esta expressao mostra a divergéncia logaritmica — quando w — 0. Chegar do
w

resultado da Eq. (5706) & Eq. (5178) nao é trivial, embora essa afirmagao aparega
na maior parte dos livros de texto [34,[46]. Isto deve-se ao facto de que as variaveis
da Eq. (5.78) nao sao todas independentes. No meu site [22] podem encontrar um
programa onde se calcula a Eq. (B.70]) e se mostra que é equivalente a Eq. (5.78).

5.4.2 Limite do soft photon

Para analisarmos melhor esta divergéncia que pode ser compreendida pelo fotao ter
massa zero, vamos estudar o limite k£ — 0 da expressao (5.73). Neste limite temos

lim = (o) — K+ m)fu(p)
(011 + ) ()
(s )12 i — £ (i — m)u(p)

= (ps)y ulp:)2e” - p; (5.81)

I
£l

I
g

onde se usou a equagao de Dirac (p; —m)u(p;) = 0. De igual modo, no mesmo limite

lim Ti(py )¢ (By + K + m)n ulps) = Tps)y ulpi)2e" - py (5.82)

Usando estas duas expressoes obtemos
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Ze? € py € p
M = —Z_T(ps, s¢)7 ulps, s ( — 5.83
R (5.53)

o que mostra que, neste limite, a seccao eficaz para Bremsstrahlung é proporcional

a secgao eficaz para a difusdo eldstica, obtida na Eq. (820). De facto obtemos
facilmente

* * 2
€ Py € "Pi
k- py k- pi

(5.84)

do do e?
1i ~ WP Q
) <dQe)BR (dﬂe)désﬁca 2w(2m)E” dwdfl,
dw

Devido a que k-py e k-p; sao proporcionais a w o comportamento ¢ de facto em <*
Esta divergéncia nao é um problema real, nunca ninguém observou esta catastrofe
no laboratério. Qual a explicacao entao? O que se passa é que os detetores nao
conseguem detetar fotoes de energia arbitrariamente pequena. Portanto quando
efetuamos a experiéncia num laboratorio estamos de facto a observar o resultado de
dois processos distintos: a difusao elastica, e a difusao inelastica em que o fotao nao é
detetado pelo detetor. Ora se calcularmos as corregoes a difusao elastica de Coulomb
veremos que a interferéncia entre o diagrama de ordem superior e o termo de Born
é exatamente da forma (g_g)elastica x O(e?) e também é divergente no infravermelho.
Quando somados os dois processos esta divergéncia cancela exatamente. Quando
analisarmos as correcoes radiativas veremos este cancelamento.

5.5 A técnica das amplitudes de helicidade

Quando o numero de diagramas, N, aumenta, é facil de ver que a dificuldade do
problema com a técnica dos tracos aumenta com N2, tornando um processo com um
numero grande de diagramas dificil de calcular. H& no entanto um outro método
de efetuar os cédlculos, onde a complexidade sé aumenta linearmente com N. E o
chamado método das amplitudes de helicidade. Este método é especialmente simples
no caso de fermioes sem massa e fotoes, mas pode ser generalizado para o caso de
fermioes e de bosoes de gauge com massa. Como veremos, neste caso o preco a
pagar é aumentar o niumero de integracoes, mas se usarmos o método de integracao
de Monte Carlo (Vegas, por exemplo) a eficiéncia ndo muda muito com o niimero
de integragoes.

5.5.1 Produtos spinoriais (spinor products)

Nos artigos originais de Gastmans, Wu e colaboradores [47H50] sdo usados spinores
de helicidade para fermioes sem massa, com a notagao,

1:':’}/5
2

1F s
2

u(p) = ux(p), v+ (p) = v+ (p), (5.85)
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isto é, a correspondéncia com a nossa notagao para helicidade é,
+=1, —= (5.86)

em acordo com o que vimos nas Eqs. (L259) e (L260). Dai a justificagdo para o
nome de amplitudes de helicidade para a técnica.

No entanto, do ponto de vista da implementacao numérica do calculo, vamos
seguir o trabalho desenvolvido por Kleisd] e colaboradores [51H53]. Eles usam a
notagao + para a quiralidade e nao para helicidade, isto é

L+ 1+
2 2

u+(p) = ux(p), v+(p) = v+(p) (5.87)

que, mesmo no limite sem massa que estamos a considerar, difere da Eq. (5.85) para
as antiparticulas. Nés vamos usar esta notagao mas agora os estados sao estados
préprios da quiralidade, mantendo a notacao 1) para a helicidade. Para fermioes sem
massa os spinores sao estados préprios da quiralidade e nao ha distin¢ao na definicao
entre spinores u e v do ponto de vista da defini¢ao de quiralidade. Designamos estes
spinores por u4(p) com p* = 0 e pus(p) = 0. Apesar de serem spinores quirais
vamos continuar a falar, como é usual na literatura, de spinores de helicidade e da
técnica de amplitudes de helicidadd]. £ conveniente definir os projetores direito e

esquerd,
1 Ey

2

Y+ (5.88)

Entao os nossos spinores satisfazem
Vb = us(P)U+(p),  V-P =u-(p)u-(p), P =us(p)us(p)+u-(p)u-(p) (5.89)

Com estes spinores podemos formar dois produtos spinoriais independentes spinor
products [52],

s(pr,p2) = TUgp(pr)u—(p2) = —s(p2, p1)
—(p1)u+(p2) = s*(p2, 1) (5.90)

S|

t(p1,p2) =

com a normalizacao
|s(p1p2)|* = 2p1 - s (5.91)

Para efetuar cédlculos explicitos é necessario ter uma férmula para estes produtos
spinoriais. Esta férmula é dada por [51],

0 1 0 1
. Py —p . Py —p

s(p1,p2) = (p} +ip}) | =—= — (p3 +ip3) | =—— (5.92)
1 — D Dby — Py

3Também um colaborador dos artigos originais.

4Para as particulas uy = uy mas para as antiparticulas uy = v,.

SEsta notacdo é mais prética nas expressoes que vamos obter que a mais usual R, L, por isso a
usamos seguindo Kleiss [51152] e ndo a notagdo inicial de Gastmans etal. [4A7TH49] na Eq. (B.83)).
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e através dela podemos verificar trivialmente a Eq. (5.9I). Uma relagdo muito
importante é, (¢ = 4), a chamada identidade de Chisholm,

Uo (1) Vutto (P2) V' = 26 (P2)Uo(p1) + 2u—o(p1)U— (p2) (5.93)
que mostra que os spinores estao normalizados duma forma tal que
Uy (P)Vutte(p) = 2p, - (5.94)

Ver o Complement (5.4 para uma dedugao das Egs. (5:92) e (5.93). Usando a
Eq. (5:89) podemos mostrar as seguintes relagoes tteis:

Uy (p1)Pabs -+ - Pon—1u—(pan) = $(p1,2)8™ (p3, P2)5(P3, Pa) - - - $(P2n-1, P2n)
U—(p1)paps - Pon—1u+(p2n) = s" (P2, P1)s(P2; p3)s™ (P, p3) - - - 8" (P2n, Pan—1)

Uy (p1)paps - - Pontis (P2nt1) = s(p1,p2)s™ (p3, p2)s(pas pa) - - 8™ (P2nt1, P2n)
U_(p1)pops - - - Panti—(P2nt1) = 5" (P2, 1)$(P2, P3)s™ (P4, p3) - - - 5(P2n, P2nt1) (5.95)

onde p; sao momentos de particulas sem massa, isto é, p? = 0. Quando temos duas
linhas fermionicas ligadas por uma contracao de matrizes v de Dirac temos que usar

a Eq. (5.93)). Por exemplo

U (1)t (p2) Uy (p3) " us (pa) = 25(p3, p1)s™ (pa, p2) - (5.96)

Com estas relagoes podemos transformar todas as amplitudes com fermides sem
massa em termos de produtos spinoriais.

Como exemplo, vamos calcular a seccao eficaz de Bhabha em QED no limite de
eletroes sem massa (0 que serd uma boa aproximagao para /s > m..) Temos os
dois diagramas da Fig[(5.0] a que correspondem as amplitudes,

M, = %W(m)’Y“u(pl)ﬂ(P?))’YuU(M)a My = _%ﬂ(p?))’yuu(pl)5(792)%7’(794) (5.97)

com s = (p; + p2)%, t = (p1 — p3)?. O resultado da técnica dos tracos foi dado na
Eq. (570). Vamos agora usar a técnica das amplitudes de helicidade para recuperar
este resultado.

Primeiro comecemos por notar que das 16 amplitudes de helicidade@ possiveis
M(o109; 0304) 86 6 sao diferentes de zero. Estas sao M(++;++), M(——; ——),
M(+—;4+-), M(—+; —+), M(++;——) e M(——;++). Usando a notagao com-
pacta

sij = s(pi, ;) (5.98)

6Chamamos novamente a atencio para o abuso de linguagem. Em termos das helicidades
discutidas anteriormente devemos ter, por exemplo, M(++;++) = M(1,];1,]) e assim sucessi-
vamente. Iremos usar sempre 1, | para nos referirmos aos estados de helicidade e &+ (ou R, L) para
nos referirmos a quiralidade.
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e relagoes do tipo da Eq. (5.90]), obtemos

M+ 44) = Mi( ) + Mot ) = 26 [332541_823841]

S t
M(====) = Mi(==—=) + Mo(——; ——) = 2¢* {533;14 _ 852;14}
M(+—+-) = M2(+—;+—):—2e2@ (5.99)
M(—+—+) = M2(——|—;—+):—2628217813
M(++;—=) = M1(++;——):262§f3—;”*
M(==;++) = Ml(——;++):262831—;32
Obtemos portanto
ME = (MO DR + M5 =) + MG +)P
HM (4 =) [P+ [M (4 =) P+ M (== )]
_ 2\323\1341\2 +2\832z|2541\2 +4\823\Z|:41|2
+2|$12|i|2834|2 + 2|813|z|2824|2 (5.100)
e usando
|sgs]> = —u=1t+5=|s4]|?
1ol = 5= szl
|s1s]> = —t = [s24]” (5.101)

obtemos finalmente a Eq. (570]). Devemos notar que para este problema simples nao
h& provavelmente nenhum ganho em usar esta técnica em vez da técnica, mais usual,
dos tracos. Contudo, em problemas mais complexos, como por exemplo e"e™ —
e"ete e, com 36 diagramas ao nivel arvore, o ganho é enorme. Nesses casos,
geralmente as amplitudes sao calculadas numericamente como niimeros complexos,
usando a Eq. (5:92)), e no final tomamos o médulo desses niimeros complexos, sem
a necessidade de ter de transformar em termos de produtos internos.
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5.5.2 Polarizagoes para campos de gauge sem massa

Na seccao anterior consideramos somente campos de gauge sem massa (fotdes) nas
linhas internas do diagrama. Que acontece quando essas particulas estao nas linhas
externas? Nesta seccao vamos mostrar como podemos implementar a soma sobre
as polarizacoes usando o formalismo dos spinores sem massa. Em primeiro lugar
queremos que o resultado

Z e"(k, \)e (k, A) = —g"” + terms proportional to k. (5.102)
By

seja verdade. Os termos proporcionais a k, podem ser desprezados devido a in-
variancia de gauge (ver Complement B.2]). Seguindo Kleiss [52,/53] isto pode ser
conseguido com a identificacao

ek, \) = — TERACERAD (5.103)

(4k - p

onde p é qualquer quadrivetor do género luz (p? = 0) desde que nao seja proporcional
a k. Como este vetor polarizacao aparecera sempre contraido com uma matriz -,

podemos usar a Eq. (5.93)) para escrever (N = \/4k - p),

k. 0) = - [20s ()T (R) + 203 (KT () (5.104)

o que mostra que podemos na verdade usar spinores sem massa para descrever os
vetores de polarizagao dos bosoes de gauge sem massa. E 1til escrever a expressao
para o complexo conjugado. Obtemos

£k X) = - 2us(R)T(5) + 20 ()T ()] (5.105)

Antes de continuar, vamos mostrar que as Eq. (0.103) e Eq. (5.102) sdo na verdade
consistentes. De facto temos,

S et M) (k,A) =g [14 (B ()i (9 (k)

(k) u- (p)a- () u- (k)]
7 (T B+ T )
g kY + pYkH

1
T (5.106)

Como um exemplo desta técnica consideremos o processo e~ et — vy em QED, no
limite de fermides sem massa. Temos os dois diagramas da Fig. 5.9 As amplitudes



5.5. A técnica das amplitudes de helicidade 193

P1 k1 D1 k1
A VAVAVAVAVAVA —_—
Y Y
e et VAVAVAYAVAAY —_—
D2 kg b2 ko

Figura 5.9: Diagramas para e et — vy

My = =) (k) (G~ ) (ki) 5
My = —e*T(p2) (k1) ( 1—%2)/%*(@)“(171)% (5.107)

onde t = (p; — k1)? e u = (p1 — k2)?. Nao ¢ dificil, usando a técnica dos tragos,
mostrar que se obtém

t 2t
SOS M =gt dget D mget LT (5.108)
t u ut

spins A1,A2

Vamos agora usar a técnica das amplitudes de helicidade para obter o mesmo
resultado. Olhando para a Eq. (5.107) percebemos imediatamente que o eletrao e
o positrao tém que ter a mesma quiralidade. Para os fotoes é mais complicado.
Noés podemos escolher livremente o momento de referéncia no vetor polarizagao,
Eq. (5103)), para simplificar os cdlculos. A tnica restrigdo é que em €(k, \) o vetor p
nao seja proporcional a k. Podemos mesmo fazer escolhas diferentes para diagramas
diferentes. Por exemplo, se para M escolhermos p; para €(ki, \) e ps para €(ka, A)
e para M, a escolha oposta, isto é, p, para e€(ki,\) e p; para €(ky, A), obtemos
facilmente que as tnicas amplitudes diferentes de zero sao,

s(p1, k1)s(p2, ko)s* (k1,p2)s*(p1, k1) 1

M(++; +—) = — 4¢?

t N(p17 k1>2
_ 2625(172, ka)s* (k1, p2)
t
s(p1, ka)s(p2, k1)s* (ka, p2)s* (p1, k2) 1
M(++; —+) =4¢?
( ) U N(pla k2)2
:2625(1727/61)5 (K2, p2) (5.109)

u

s(p1, k1)s(p2, k1)s* (ka, p2)s™(p1, k1) 1

— [— 2
M(——;—+) 4e ; N )
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625(1727]{51)5*(1627172)

— 9
t
s(p1, k2)s(p2, k2)s* (b1, p2)s™(p1, ka) 1
M(——; +-) =de?
( ) U N(pla k2)2
8(p2, ka)s* (K1, p2)

=2¢2

u

Daqui obtém-se
Z |M(0’1,0’2;)\1,)\2)|2:864%+86 - = (5110)

01,02,A1,A2

em acordo com a Eq. (5.I08]). Se tivéssemos escolhido outro momento de referéncia, o
resultado seria o mesmo, embora isso possa ser nao trivial de mostrar. Por exemplo,
suponhamos que tomamos a mesma convencao para My e M;. Entao podemos
mostrar que,

M(++;——) =0
,k2)s(p2, k1)s*(ka, p1)s* (p1, k2) 1
M4 —4) —ac2 SPzks
( ) ‘ u N(p17 k1>2
) A2 3<p1,]{72)8(]9271)1)8*(]917]{71)8*<p17p2) 1
M(++;+—) =de i Vo
42 $(p1, k1)s(p2, k2)s™ (K1, p2)s™ (p1, k1) 1
t N(py, k1)?
_ o 8(p1,p2)s(p2, p1)s™(p1, k1) s™ (p1, ko) 1
M(++;++) =4e ” N T
o 8(p2, ka)s(pa, p1)s™ (Ko, k1)s™(p1, ka) 1
+de ~ Yo op G
M(==;—=) =M(++;++)°
M(——; —+) =M(++;+-)*
M(——;+—=) =M(++; —+)"
M(=—;++) =0

Estas expressoes parecem diferentes daquelas na Eq. (5.109). Contudo escolhendo
uma cinemética e usando a Eq. (5.92)) podemos mostrar que dao o mesmo resultado.
Por exemplo, na Eq. (5.109) a amplitude M(++;++) anula-se, enquanto que na
Eq. (BII1) parece que ndo. Contudo escolhendo a cinemética

bt = (\/5/270707\/5/2>
b2 = (\/§/2a0>0a_\/§/2)
ki = (Vs/2,0,/5/2sin6,+/s/2cos0) (5.112)
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ke = (vs/2,0,—/s/2sinf, —\/s/2cos®)
Obtemos da Eq. (5.92)

VE NN
S(pl’p2)222§ S(Pljkl)zzg—zge o
s(p1, ko) =i ? +1 756—2‘9 S(pa, k1) = —i ? —1 ge_w

. §€_w S(k’g, k’l) = —12 ?e‘w

Usando estas expressoes explicitas podemos mostrar que
s(p1,p2)s™(p1, k1) +  s(pa, k2)s™(ka, k1) =

:<§) [2i (=i +i€e”) + (—i+ie™) (2ie”)]  (5.113)

2
= (?) (2—2¢” +2¢" —2) =0

que é uma relagao necesséria para verificar que M (++; ++) na Eq. (5.I11) se anula.
Numa maneira semelhante podemos verificar que as expressoes na Eq. (BI11]) sao
equivalentes aquelas na Eq. (5.109). Em resumo, podemos escolher o vetor de re-
feréncia mais conveniente para simplificar os célculos, sem afetar os resultados finais.

5.5.3 Polarizagoes para campos de gauge com massa

Na secgao anterior aprendemos como usar spinores sem massa para descrever os
vetores de polarizagao de campos de gauge sem massa, como o fotao. Contudo
para calculos no Modelo Standard, veremos no préximo capitulo, que precisamos
de descrever as polarizacoes de campos de gauge com massa, como o W eo Z. A
propriedade mais importante que temos que conservar é a soma sobre as polarizacoes,

que é,
17

m
Ze”(q, Nev (g, \) = —g" + " q”

(5.114)
3 My

onde ¢> = M2 e V =W, Z. Isto pode ser conseguido se fizermos a identificagao [52],
e*(q) = a" =u_(r1)v*u_(rs) (5.115)

onde 7; 2 sao dois quadrivetores sem massa, tais que
qg=r1+rs (5.116)

e fizermos a correspondéncia

v 3 .
;6”(q, ANe¥(g, A) = m/am a'a (5.117)
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onde df) é o angulo sélido de um dos quadrivetores, digamos 71, no referencial onde
o bosao de gauge estd em repouso. Vamos mostrar que esta identificagdo conduz
aos resultados esperados. Temos

/dQ a'a* = /dQ U_(ry)Y u_(ro)u_(ro)y u_(rq)
= / dQ2 Tr [y_f19" v 127"

= /dQ (2rry + 2rkry — 2ry - rogh”) (5.118)
O dltimo integral pode ser facilmente efetuado notando que sé pode depender da

métrica e do quadrivetor ¢ do bosao de gauge (ver Problema [5.25). Usando ¢? =
2ry - 19 = M2 obtemos

J— /dQ (27{‘7“5 + 2rkrY — M g””)
= MZg"™A+ ¢"¢"B (5.119)

A e B podem ser obtidos multiplicando a Eq. (5.119) por ¢ e por ¢*q” e fazendo
uso do facto que 2q - 71 = ¢* = MZ. Obtemos,

4A+B = —-87
A+B = 0 (5.120)

o que dd A = —B = —8m/3. Obtemos finalmente

8 M2 b
/dQ @ = TE (—g“” + %\;3 ) (5.121)

em acordo com as Eqs. (5.114) e (5.I17).

5.5.4 Como introduzir fermioes com massa

Para podermos resolver qualquer problema com a técnica das amplitudes de heli-
cidade temos que saber como incluir fermices com massa. Como dissemos anteri-
ormente, esta é uma situagao um pouco contra natura para o método, ja que ele é
desenhado para fermides sem massa. No entanto, Kleiss e Stirling [52] mostraram
que é possivel estender o método também a este caso.

A ideia é semelhante a do caso da seccao anterior, onde estudamos campos de
gauge com massa. Se ¢ for o 4-momento do fermido com ¢?> = m?, entdo podemos
escolher dois 4-momentos sem massa para construir q:

¢ =pi+ph, pi=ps=0 (5.122)
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A solugao do problema é [52],

ag ) = PPy ) )
ula, ) = TEPL ) ()
v(g+) = wzu(pl)—u_(pz)
v(g, =) = %u_(pl)—m(pz) (5.123)

Podemos verificar que as relagoes anteriores reproduzem o resultado para a soma
dos spins. De facto,

> ulg, Ma(g, \) =

A

{8(}91,292)

[M—

s )+ () )+ ()

N {% u_(p1) + U+(p2)] {w -(p1) +ﬂ+(p2)}

= uy(p1)Us(p1) +u_(p2)u_(p2) +u_(p1)u—_(p1) + uy (p2)uy (p2)

o [sor, p (p)T-(2) + 5 (1, p2)u (92T ()
+ 8" (p2, p1)u—(p1)us (p2) + (P2, p1)u+(p2)u—(p1)

= bt bt (i + o)
= f+m (5.124)

onde se usou a Eq. (5.90) e a Eq. (5.91). De modo semelhante se poderia mostrar
que

> w(g, Nolg, A) =g —m . (5.125)

A
Nao esquecer que no final ha que fazer as integracoes no espaco de fase dos
momentos introduzidos usando a medida

dQﬁi
/ ﬂ (5.126)

por cada 4-momento, com p? = 0 (ver casos concretos nas seccoes [5.5.6] e [6.2.3)).

5.5.5 Exemplo de input para o mathematica

Podemos usar o FeynCalc para fazer as contas das amplitudes de helicidade. Na
seccao de Software apresentamos um programa, Code [5.4] para calcular as ampli-
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tudes de helicidade na difusao de Bhabha para fermioes sem massa. Vemos que o
resultado estd em acordo com a Eq. (5.99).

5.5.6 Efeito de Compton com amplitudes de helicidade

Embora o efeito de Compton seja mais facilmente calculado usando a técnica dos
tragos, vamos aqui usar a técnica das amplitudes de helicidade. Como na experiéncia
de Compton usual, o eletrao no estado inicial estd em repouso, nao podemos des-
prezar a massa do eletrao. Assim temos de usar as técnicas da seccao para os
fotoes e as da secgao [B.5.4] para os eletroes.

Comecemos por escrever as amplitudes para o efeito de Compton, Eq. (5.2), na
forma (por conveniéncia passamos a designar os 4-momentos dos eletroes por p; e
po € os dos fotoes por k; e ky),

M (01,09 M1, A2) = Ciu(pa, 025)v, (1 + K1+ m) vu(pr, o15)e (i, A)e™ (ka, A2)

Mo(01,02; A1, A2) = Coti(pa, 025) v (P1 — K2 +m) vu(pr, o15)€e (ki A )e” (Ko, A2)

(5.127)
Ccom
2
(&
C, = —
! (p1 —+ ]471)2 — m2

62

Cy = — (5.128)

(p1 — k2)2 —m?

Para continuar usamos para os spinores com massa a definicao da Eq. (5123) que
escrevemos

s(ry,r
atp+9) = 2y ) ()
8*(T27T1)
u(pr,—s) = ——= u_(r1) +uy(ro)
m
s(wq, w
u(ps, +s) = % ug (wr) + u_(wy)
s*(waq, w
u(p27 _3) = % U_(w1) + U+(w2) (5129)
onde definimos
pL=ri+ry, pr=witwy, ri=w;=0 (5.130)

Agora temos de definir os vetores de polarizacao dos fotoes em termos de produtos
spinoriais, usando a Eq. (5.103), isto é,

1
e (ki, ) = ﬁ_x(ki)v ux(ry), N;=+/(4k; 1), i=1,2 (5.131)
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onde escolhemos o momento arbitrario p da Eq. (5.103)) como sendo 7. Isto permite
usar um 4-momento ja definido no problema, simplificando os célculos. Pode-se
verificar que k; -, # 0 pelo que esta escolha é possivel.

Inserindo agora as defini¢oes das Eqs. (5.129), (5.130) e (5131) na Eq. (5127)

podemos obter as 16 amplitudes de helicidade. Obtemos assim

C
Mi(+,+5+,—) _ [4s(ka, k1)s™(r1, k1)s(k1,r2)s™ (r1, wa)

NN,
+4s(ky,19)s(ka, 72) s (1, 72) ™ (11, w2)] (5.132)
C
Mo+, 45+, =) =5 s, 12)s(h2, 12)3" (11, 72)5" (1 w2)

—45(ky, ka)s™ (11, ko) s(ka, m9)8™ (11, wo)] (5.133)

e assim sucessivamente para as outras 15 amplitudes. Vemos assim que o problema
se torna bastante extenso e deve ser tratado por métodos automéaticos. Na Secgao
de Software podemos encontrar o programa Code (.5l que permite calcular as 16
amplitudes e fazer automaticamente um output para um ficheiro em Fortran.

Usando este programa dentro dum programa em Fortran (ver programas no meu
site [22]) obtemos o resultado da Fig [5.10, onde a linha corresponde & expressao
analitica de Klein-Nishina, Eq. (5.33]), e os pontos sao o resultado do programa
numérico. O acordo é completo.

No programa numérico hé s6 um detalhe que vale a pena discutir. No método
utilizado foi necesséario introduzir dois pares de quadrivetores do género luz,

pL=r1+7Ty, Pr=witwy, 1E=wl=0 (5.134)

(2

Isto leva a introdugao de duas integragdes adicionais (as varidveis que definem o
quadrivetor ri, os angulos #; e i, também definem o quadrivetor ro e de modo
semelhante para wy) na forma

Qr dQy, dQg, dQg
Z|M|2:/d r1d 7”2d w1d wWa Z |M(0’1,0’2,)\1,)\2)|2 (5135)

— 4 4m  4Awm Ax v
A questao que se coloca é como definir, no referencial do laboratério onde os 4-
momentos do fotao estao definidos, estes quatro novos quadrivetores. Consideremos
primeiro o caso de ;. Como p; = r{+7ry corresponde a uma particula em repouso no
referencial do laboratério, definimos os novos quadrivetores no mesmo referencial.
Escrevemos assim

m . . .
ri1 = —— (1, cos ¢y sin by, sin p; sin 0y, cos 0y )

(1, — cos ¢y sin By, — sin @y sin 0y, — cos ;) (5.136)

2
M
7’2:7
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Klein-Nishina differential cross section
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Figura 5.10: Comparagao da férmula de Klein-Nishina, Eq. (5.33]) (linha a vermelho)
com o resultado numérico do método das amplitudes de helicidade (pontos a azul).

Figura 5.11: Cinematica do efeito de Compton no referencial do laboratério S.

que satisfazem todas as condig¢oes. O caso de w;, tal que py = wy + wq, € mais dificil
pois o eletrao difundido nao estd em repouso no referencial do laboratoério. E til
relembrar a cinematica que estd indicada na Fig. B.17]

Designemos por S o referencial do laboratoério, por S” o referencial préprio do
eletrao difundido e por S” um referencial auxiliar que corresponde a uma rotagao
em torno do eixo dos y por um angulo « do referencial do laboratério de tal forma
que Z’ coincida com a direcao do eletrao difundido. Com estas defini¢oes devemos
ter

y=vy =y, =2 (5.137)

Entéao a relagao entre as coordenadas nos 3 referenciais é (usando agora uma notagao
compacta onde z representa o quadrivetor),

z' = Boost,(f) - 2", = =Roty(—a)-a (5.138)
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onde
v 00 98
0 1 0 0
Boost,(3) = 0 01 0 (5.139)
v 0 0 v
e
1 0 0 0
0 cosaa 0 —sinao
Rot,(—a) = (5.140)

0 0 1 0
0 sinaa 0 cosa

onde « é o angulo indicado na figura e v = p3/me, 8= 1//1 — 1/~2.
Podemos agora, finalmente, escrever a relacao entre as coordenadas no referencial
proprio do eletrao difundido e as do referencial do laboratério. Obtemos

r = Roty(—a) - Boost, () - 2" (5.141)

Como no referencial préprio do eletrao difundido podemos escrever os quadrivetores
w! na forma

"
1

% (1, cos g sin B, sin 9 sin b, cos Oy)
Me . . .
wy = 5 (1, — cos g sin By, — sin s sin by, — cos O2) (5.142)
o problema fica resolvido. No meu site [22] estd um exemplo dum programa Fortran

que implementa este algoritmo e que produziu os dados para a Fig. 5.10

5.6 Crossing Symmetry

We have seen a few examples where the result for a given process seems to be rela-
ted to the so-called crossed process. These correspond to processes where particles
change into anti-particles crossing the arrow of the reaction and vice-versa. Exam-
ples are e +pu~ — e~ +p~ in Eq. B817) and e” + et — p~ + pt in Eq. (B30),
and e +~v — e  +yand e” +e" — v+ . In this last case we have not calculated
the averaged squared amplitude with the same conditions, but the comparison of
the results of Prob. 5.14] and Prob. show that there is indeed some relation
between the results. The same is true for Prob. and Prob. 5.I7 for the Moller
and Bhabha scattering, respectively. In this section we will study this crossing
symmetry in some detail.

To illustrate let us start with the simple processes e”+u~ — e~ +u~ in Eq. (3.87)
and e~ + et — u~ 4+ pt in Eq. (536). These are described by the two diagrams
shown in Fig. The amplitude for the scattering process (t-channel) is

M= = )y e ) (5.143)
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e —> —— € 1 H
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Figura 5.12: Diagrams for e” +pu~ — e +pu~ ande” et — pu~ +pu™.

while the amplitude for the pair annihilation is

2
i € / / \— / /
MPHE = ?@(p2)VMU(pl)U(pg)WU(pQ (5.144)

2 2

where we have defined ¢t = (p; — p3)® and s’ = (p| + py)*. We use the prime to
distinguish the two processes. A trivial calculation for the spin sum of the squared
amplitudes gives (not neglecting the masses),

8 4
Z | Mscatt|2 :t—j [2m] + 2m), + 4m?m’, — 2(m? +m2)(s — t + u) + 5* + u?]
spins

f(s,u)

EF(57 ta U) =4 62 T (5145)
where f(x,y) is the function,
4
fla,y) =2(@ =)’ +2(y—h)?* =k h=> mi. (5.146)

i=1

For the pair annihilation we get,

. 8 ¢t
Z | Mpair |2 :s—i [2m} +2m? + 4mZm, — 2(m? +m2) (W' — 5 + 1) + 17 + u”]

spins

Y
=F, s t)=4 e4f(z/;t ) (5.147)
where F(s,t,u) and f(z,y) where defined Eq. (5.145) and Eq. (5.146). Notice that
F'is not symmetrical in its entries but f is. It is clear that it should be some relation.
Let us explain how this could have been obtained without doing the calculations.
The idea goes back to the Feynman-Stuckelberg interpretation of antiparticles
as negative energy particles going back in time. We start by writing the reaction
for pair annihilation

e~ (ph) + et (py) = = (0s) + 1t (1)) (5.148)
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and then cross the positron to the right-hand side and the anti-muon to the left-
hand side. Doing this we reverse the momenta and interchange particles with anti-
particles. We get

e (p)) + 1 (=py) = e~ (—ph) + 1~ (p) (5.149)

We now compare with the scattering process in the notation of the left panel of
Fig. 5.0

e (p1) +p (p2) = € (p3) + 1 (pa) (5.150)

They should correspond to the same process if we make the identification,

pL— Py P2 =Py P3— —Dy Ppi—> Py (5.151)

For the Mandelstam variables this implies

s=(p1+p2)® = (1) —p))* = (5.152)
t=(p1—ps)* = (P +ps)* =+ (5.153)
u=(pr —pa)? = () —p3)? =1 (5.154)

Therefore we should have

Z ‘Mpair|2(3/’t/7u’) = Z ‘Mscatt|2(s —u't— s u—t)
spins spins

oS 1)

8/2

=F(u,s,t')=4e (5.155)
in agreement with Eq. (5.I47). This is true if the same number of fermions that
go to the left also go to the right. The general result valid for all the cases can be
stated as follows:

Take any process and define

> IMPP = Fs,tu) . (5.156)

spins

Then for the crossed process we get

Z |IM|? F(crossed s,t,u) x (—1)#F°¢ (5.157)

crossed —
spins

where the crossed s,t,u are obtained as above and #FC is the number of crossed
fermionic lines. In the above example this was two and therefore there was no extra
sign. You can check that for e~ 4+ — e~ + v and e~ + e — v + v there is indeed
one minus sign, see Prob. [5.14] and Prob. .15l

To illustrate this sign in a simpler context consider a theory just with one fermion
f and a neutral scalar ¢ that couple through the interaction Lagrangian

L =Affo— %f’ (5.158)
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f o/ AN o0
h E Ps3 S b ///',
) St <_ Ps
D2 : 4 . / \\§)4
N I e X

Figura 5.13: Diagrams for scattering and annihilation.

and consider again the scattering, f(p1) + ¢(p2) — f(ps) + #(ps), and annihilation,
F()) + F(Ph) — d(ps) + &(p)), process as shown in Fig. 513
The amplitudes can be easily calculated, and one obtains

A o A N (o
Mseatt _ T:u a(ps)ulpy) , MP = AH o(ph)u(p)) (5.159)

For the spin summed squared amplitudes a trivial exercise gives

2(Ap)?
DMt = (tf) (4m7 —t) (5.160)
spins
- 2(Ap)?
> Mper = (S/’;) (s' — 4m?) (5.161)
spins

Now if we apply the crossing rules

p1— Py P2 — —Dy p3—> —Dy D1 — D (5.162)

or
s—t, t—s, u—d (5.163)

Now if we apply the rules in Eq. (5.163) to Eq. (5:160) we obtain Eq. (5I61) but
with the opposite sign. This is corrected by the fator (—1)#¥¢. As a final note we

should emphasize that the result in Eq. (5.I57) in valid for the spin sums and not
for the spin averaged squared amplitude. This is clear in the last example where the
number of initial polarizations is two in the scattering process and four in the pair
annhilation case.
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Complements

Complement 5.1 Polarizations Sum for Photons

Vamos aqui mostrar a Eq. (5I4). Primeiro que tudo, o fotdo é uma particula real e
podemos sempre tomar o seu vector de polarizacao real. No entanto, podera ser 1til usar
por vezes uma representacao complexa, por exemplo para polarizacao circular esquerda
ou direita. Entao a normalizacao da Eq. (3.120) é
Ho*
ele, = -1 (5.164)
relacdo que usaremos no seguimento. Consideremos agora um referencial onde o fotao se

move segundo o eixo dos z. Nesse referencial podemos escolher as polarizacoes transversais
segundo x e vy, isto é,

k* = (k,0,0,k), &"(k,1)=(0,1,0,0), &*(k,2)=1(0,0,1,0) (5.165)
Se definirmos
P = ek, N (k, A) (5.166)
A

obtemos nesse referencial
Pl =p2 —1 P =, para todos os outros casos. (5.167)
O problema é agora como escrever este resultado numa forma covariante. A primeira
hipétese é dizer que P* = —gM*”. Esta relagdo funciona para p,v = 1,2 mas daria
P% = —1e P3 =1 em desacordo com a Eq. (5.I67). Podfamos entdo pensar em somar

um termo da forma b k#k”. O problema é que podemos escolher o valor de b para anular
ou P ou P33, mas ndo ambos ao mesmo tempo por causa do sinal diferente. Isto leva-
nos a introducéo de outro quadrivector independente de k. A escolha aqui é arbitréria.
Escolhemos, no referencial acima descrito,

77“: (1707070)7 COH]k'U?'éO’ T,E(k7)‘) :07 n-n= 1 (5168)

Agora ja devemos ter liberdade suficiente para estar de acordo com a Eq. (5.167]). Usando
o facto de que P* é um tensor simétrico de 22 ordem, podemos escrever

P* = ag"” + bEFEY + ¢ (PEY + VK" + dnfn” (5.169)

e determinar os coeficientes a, b, c e d. Usando o facto que &* é ortogonal a k* e a n* e a
normalizagao da Eq. (5.164]), multiplicamos a Eq. (5.169) por ¢, e obtemos

—elt=acet (5.170)

o que dd imediatamente a = —1. Usando agora o facto de que k,P" = n,P* = 0
obtemos duas equacoes

0 = —k”+clk-nk” +d(k- )" (5.171)
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0 = —n"+elk-nn”+dk-nn” (5.172)

que tem como solugao

d=0 (5.173)

1
c=—),
k-n
e portanto

kF kY ntkY 4+ nvkH
(k-n)? k-n
em acordo com a Eq. (5.14]). Notar que no referencial anteriormente referido, ver Eq. (5.168]),
se tem P! = P22 =1 ¢ P = P33 = P = P30 — 0 como requerido (as outras com-
binagoes sao Gbvias).

P = _ghv (5.174)

Complement 5.2 Invariancia de gauge do efeito de Compton

Na Eq. (5.I5]) desprezaram-se os termos proporcionais ao momento do fotao invocando a
invariancia de gauge. Vamos ver isto num pouco mais de detalhe. Do eletromagnetismo
classico sabe-se que a teoria € invariante para transformacoes de gauge da forma

Al = A, +9,A (5.175)

onde A é uma funcao arbitraria das coordenadas e do tempo. As equacoes de Maxwell sdo
invariantes para as transformagoes da Eq. (5.175) pois (ver Complements [I.2] e [[7]),

F,=Fu (5.176)

Em teoria dos campos estamos a descrever o fotao pela expansao em ondas planas,
Eq. (3119). Para um fotao de momento k* a transformacao da Eq. (5175 conduz a

e, (k) =eu(k) +cky, (5.177)

onde ¢ é uma constante arbitraria. Se tivermos uma amplitude com um fotao com momento
k numa linha externa devemos poder escrever o elemento de matriz na forma

M = M " (k) (5.178)
Entao a teoria ser invariante de gauge significa, em teoria do campo, que
M EF =0 (5.179)

e isto mostra que os termos adicionais na Eq. (5.174]) ddo uma contribui¢ao nula e podem
portanto ser desprezados desde o inicio. Vamos mostrar que isso acontece para o efeito de
Compton. Escrevemos
M =M, (k)" (k') (5.180)
onde
p+k+m P—F+m

iMuV = —i€2ﬂ(p/) ’YVW’YM - ’Yuw’}/y u(p) (5.181)
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onde se usou a Eq. (5.3)) e se fez p — k' = p’ — k. Obtemos entao

P —k+m

ARy, )

WM = —CT0) |

= —eu(p)) -’YVI;;_'TZk - %I;;j_z%] u(p)

(Wk(=p+m) +702p-k  2p" kv + (= + m)ky )
2p -k 2p' - k

= —u(’) [v — wlu(p)
= 0 (5.182)

onde se usou ff =k -k = 0 e a equagao de Dirac (p —m)u(p) = 0 e u(p')(p’ —m) = 0. De
modo semelhante se mostrava que

KMy, =0 . (5.183)

Complement 5.3 Variaveis de Mandelstam
Nos processos com quatro particulas

P1+p2 — P3+ P4 (5.184)

é conveniente utilizar as chamadas varidveis de Mandelstam. Sao invariantes de Lorentz
e a sua definicao é

s=(p1+p2)? t=(p1—ps)® u=(p1—ps)’ (5.185)

E ainda usual designar os diagramas pelo nome da variavel a que corresponde o momento
transferido. Assim na Fig. o diagrama da esquerda sera o canal s, e o diagrama da
direita corresponde ao canal t. As varidveis s,t,u nao sao independentes. De facto temos

s+t+u = (p1+p2)’+ (o1 —p3)’ + (o1 — pa)?
= mi+m3+2p1-p2+mi+m3—2p1-ps+mi+mi—2p-ps
= 3mi+m3+mj+mj+2p1- (p2—p3— pa)
= 3mi+m3+mj+mi— 2m]
= m?+m3+mit+m] (5.186)

onde se usou a Eq. (5.184]). Notar que t e u s@o sempre quantidades negativas enquanto
que s é sempre positiva.
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Complement 5.4 Proof of some spinor product relations

We have used, without proof, the definition of the basic spinor product in Eq. (5:92) and
a very useful form of the Chisholm relation in Eq. (5.94]). In this complement we are going
to address these points.

Spinor product definition

We start by defining the properties that our massless (p? = 0) chiral spinors should obey,
already given in Eq. (5.89), that we repeat here

VP = us(p)U+(p), V-P =u—(p)u-(p), P =ust(P)us+(p) +u-(p)u-(p). (5.187)

Now we want to construct a basis for these spinors. We start by introducing two 4-vectors,
ko and k1, that should obey the conditions

k2=0, ki=—1, ko -k =0 (5.188)

Now define two basic spinors of positive and negative chirality, u_ (ko) and u4 (ko) through
the relations

u—(ko)u—(ko) = v- Ko (5.189)
’LL+(k‘0) = klu_(k‘o) (5190)

It is easy to show that these two basic spinors obey our defining rule in Eq. (5.I87). In
fact for u_ (ko) it is its definition. Let us show for u, (ko). We have

U (ko) (ko) =H1u—(ko)u—(ko) f1
=k1v- Kok = v+ Fakoka
=7+ %Ok% =7+ Ko (5.191)

where we have used Eq. (5.I89)). This shows that our basic spinors u4 (ko) obey the
defining rules.

The next step is to use these basic spinors to define a general chiral spinor of momentum
p. We define it by the relation (p? = 0),

1

V2p - ko

with the extra requirement that p - kg # 0. Now we have to show that this definition is
consistent with our rules in Eq. (5I87]). We have

Uy (p) = pu—_q (ko) (5.192)

1
2p - ko

Ug (P)Uo (p) =P Uu—o(ko)U—qs (ko) P

=¢w_ako¢2ﬁo Z%Méoiﬁﬁ
o p (5.193)
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showing that it indeed obeys the defining rules. It is also clear that it obeys Dirac equation
for massless fermions, pu, (p) = 0, because pp = p* = 0.

Now we have the tools to evaluate the spinor products. We have
s(p1,p2) =Tt (p1)u—(p2)

—u_(ko)pr o (ko) !

V4(p1 - ko) (p2 - ko)
—u_ (ko)1 pokru (ko) !

V4(p1 - ko) (p2 - ko)
1

VA(p1 - ko) (p2 - ko)

=2[(p1 - Bo)(p2 k1) — (P2 ) (p1 - 1) + i €k PR

=Tr [y_Koprp2k1]

1

VA(p1 - ko) (p2 - ko)
(5.194)

Now choose kg = (1,1,0,0), k1 = (0,0,1,0) and after some algebra we get Eq. (5.92]).
Of course there is some degree of arbitrariness in the choice of reference vectors ko, k1.
However they obey Eq. (5.I88)) and if the initial particles are in the z direction in principle
the condition p- ko # 0 is also verified. So the definition in Eq. (5.92) is a good choice. In
Problem and Problem [5.23] it is shown that physical observables are not affected by
this choice.

Chisholm relation

Now for the Chisholm relation. This name is an abuse of language because in strict sense
that name applies to the last expression in Eq. (I.I09). The name comes from the fact
that for the proof of Eq. (5.93]) one needs a generalization of that result. Suppose that
one has a string S of an odd number of Dirac matrices (slashed into 4-vectors to keep
the indices simple). Then one can show that, when expressed in the basis of the Dirac
matrices, it can always be written as

S =V + A" s (5.195)

for two 4-vectors V,, and A,. The proof of this statement is left to Problem [5.24l Now
let ST be a string of the same Dirac matrices but written in reverse order. One can show
(see again Problem [5.24)) that we have

SE =V, 4" + Aysy™ (5.196)
Adding and multiplying by 2 we have
2(5 + S™) =4V, + 24, (75 +957")
=4V, " = Tr[Syu " (5.197)
Now we choose for S the following expression

S = pav- Kopr !

VA(p1 - ko) (p2 - ko)

(5.198)
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Then we get
§ = fou- ()T (o)~ ;0) — = ) (5.199)

where we have used the definitions in Eqs. (5.189) and (5.192]). In a similar way we have

S =u_(p1)u_(p2) (5.200)

and
2(S + S%) = 2u (po)Ts (p1) + 2u_(p1)T_(p2) (5.201)

which is the right-hand side of Eq. (5.93]). As for the left side we have, using Eq. (5.199)),
Tr[Syu)v" = Trlug (p2)us (P V]V = Tt (1) v (p2) ¥ (5.202)

which proves Eq. (5.93)) for + chirality.
Uy (p1)Vpuu+(p2) ¥ = 2uy (p2)us-(p1) + 2u—(p1)u—(p2) (5.203)

For the other case, — chirality, we use

Tr[Sypl" =Te[S%y, )"
=Tr[u—(p1)T-(p2)yu]7"
=tu_(p2)vpu—(p1) ¥ (5.204)

Now if we relabel p; <> po we get the desired result,

T (p1)ypu—(p2) ¥ = 2uy (p1)04 (p2) + 2u—(p2)T-(p1)
= 2u—(p2)u-(p1) + 2u (p1)U+ (p2) (5.205)

Complement 5.5 Dependéncia angular das amplitudes

Podemos verificar que obtemos exactamente o mesmo resultado do que com os spinores
de helicidade. Como nao fizemos este exercicio mas sim a difusdo et +e~ — u~ + pu™, 86
podemos comparar o canal s. Da Eq. (5.56) obtemos,

M) = —4ra (1 + cos6) (5.206)
e da Eq. (5:99) a contribuigao do canal s é
M+ ++4) = M(1s 1)) = 2622250 (5.207)

Usando a definigdo na Eq. (5.92) obtemos,

1
$39 :iﬁcosﬁ 7,+i£\/1—sin9
2 1 —sinf 2
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Vs

=71 —

1
2 /1 —sin@

=i Y coshy ] ——— — i X2V1 6
S41 1 5 CcoS 1+ snd A 5 -+ sin
Z.\/E

(cosf 41 —sinf) (5.208)

1 .
Y irans (cos@ + 1 +sinf) (5.209)
e portanto
s328%1 = —%(1 + cos0) (5.210)
obtendo finalmente
ML) = —4ma (1 + cos 6) (5.211)

em acordo com as Eqgs. (5.56) ou (5.206]).

Com a técnica dos tracos nao é possivel obter as amplitudes mas s6 os médulos quadrados
destas. No entanto é possivel separar os varios casos, usando os projectores apropriados.
A amplitude que estamos a considerar aqui, corresponde a calcular

64

(IMI*) =5 Tx[Prpoy" Priry” | e[ Pribs v, Pripa]
:4;7_204 16p1 - pap2 - p3 (5.212)
Usando .
D1 P4 =p2-pP3 = 1(1 + cos 0) (5.213)
obtemos

Mrrrrl* = M+ +H) P = [MIEYP = (4ma)® (1 + cos6)? . (5.214)
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Software

Code 5.1 FeynCalc program for Compton Effect

(kx*x*xx*x* Begin FeynCalc Program for Compton Effect *¥kkxk*xx*)
(¥ Definicoes uteis *)

dm[mu_] :=DiracMatrix [mu]

ds[p_]:=DiracSlash[p]

splp_,q_] :=ScalarProduct[p,q]

proplp_,m_]:=ds[p]+m

(* Definicao das linhas para calcular os tracos *)

Linel:= proplpp,m] . dm[mu]l . proplp+k,m] . dm[nu]
. proplp,m] . dm[nu] . proplp+k,m] . dm[mul

Line2:= proplpp,m] . dm[mu] . proplp-kp,m] . dm[nu]
. proplp,m] . dm[nu] . proplp-kp,m] . dm[mu]

Linel2:= proplpp,m] . dm[nu] . proplp+k,m] . dm[mul
. proplp,m] . dm[nu] . proplp-kp,m] . dm[mu]

Line21:= proplpp,m] . dm[mu] . proplp-kp,m] . dm[nu]
. proplp,m] . dm[mu] . proplp+k,m] . dm[nul

(* Calculo dos tracos *)

ansl= Simplify[Contract[Tr[Line1]]/(2 splp,k])"2]

ans2= Simplify[Contract[Tr[Line2]]/(2 splp,kpl) 2]

ans12= Simplify[Contract[Tr[Line12]]1/(-4 splp,k] splp,kpl)]
ans21= Simplify[Contract[Tr[Line21]]/(-4 splp,k] splp,kpl)]
ans= 1/4*(ansl + ans2 + ans12 + ans21)

(* Definicao da cinematica *)

onshell={splp,pl->m"2,splpp,ppl ->m"2,splk,k]->0,spkp,kp] ->0}
cinematica={sp[p,k]->m Ek,sp[p,kp]l->m Ekp,splk,kp]l->m (Ek-Ekp),
splp,ppl->m~2+m (Ek-Ekp),splpp,k]->m Ekp,splpp,kpl->m Ek}

(* Resultado final *)

res = ans /. onshell

(* Transformacoes para ter um resultado elegante *)
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aux=Expand[res/2 /. cinematica]
auxl=aux - Ek/Ekp -Ekp/Ek ;

ANS= 2 e~4 (Ek/Ekp + Ekp/Ek + aux2)

aux2= Simplify[auxl /. Ekp->Ek/(1+Ek/m*(1-Cos[tetal))]

(x*xx*x*x*  End FeynCalc Program for Compton Effect  *¥xkk¥x*x*)

Code 5.2 Qgraf Program for Bhabha scattering

Input file for Bhabha scattering:

sk sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok Begin QGRAF Input File
output= ’list’ ;

style= ’Styles/sum.sty’ ;

model= ’Models/qed’;

in= e, E;

out=e, E ;

loops= 0;

loop_momentum= ;

options= ;

sk ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok End QGRAF Input File

3k 3k 3k 3k %k 5k >k 5k %k 5k >k 5k %k 5k %k %k k k

3k 3k 3k 5k 3k 3k >k 5k %k 5k %k 5k %k 5k %k %k k k

O ficheiro ged correspondente a QED é

sk sk ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok sk sk sk ok Begin QGRAF Model File
* leptons
[e,E,-]

* photon
[A,A,+]

* fermion - gauge boson
(E,e,A]
sk sk ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok sk sk sk ok End QGRAF Model File

3k 3k 3k 3k %k 5k >k 5k %k 5k %k 5k %k %k %k %k k k

3k 3k 3k 3k 3k 5k >k 5k %k 5k >k 5k %k 5k %k %k k k

Obtemos o seguinte ficheiro de output
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Gessoksooksokkkokkkokkrokkkk  Begin QGRAF Output File  sokskskokskskokskskokkokokkokkkkk)
file generated by ggraf-3.1

output= ’list’ ;

style= ’Styles/sum.sty’ ;
model= ’Models/qed’;

in= e, E;

out=e, E ;

loops= 0;

loop_momentum= ;

options= ;

H OH HF OH H HF H H H R HH

tsum := 0

+(1)*

prop(A(1,-p1-p2),A(2,pl+p2))*
vrtx(E(-3,p2),e(-1,p1) ,A(1,-p1-p2))*
vrtx(E(-2,-p3),e(-4,-p4) ,A(2,p1+p2))

-(1)*
prop(A(1,-p1+p3) ,A(2,p1-p3))*
vrtx(E(-2,-p3) ,e(-1,p1) ,A(1,-pl+p3))*

vrtx(E(-3,p2) ,e(-4,-p4) ,A(2,p1-p3)) n n

) et e
# end b2 2
(ks ks sk sk ok ok ok ok ok ok ok sk sk ook End QGRAF Output File sk ok sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok sk sk ok o )

Code 5.3 FeynCalc Program for traces in Bhabha scattering

(k*xxx*xxx*x** Begin FeynCalc Program for Bhabha scattering *#xkkkxkk*xx)
dm[mu_] :=DiracMatrix [mu]

ds[p_]:=DiracSlash[p]

splp_,q_] :=ScalarProduct[p,q]

Linel:= ds([p3] . dm[mul . ds[pl] . dm[nul]
Line2:= ds[p2] . dm[mul . ds[p4] . dm[nul]
Line3:= ds[p2] . dm[mul . ds[pl] . dm[nul]
Line4:= ds([p3] . dm[mul . ds[p4] . dm[nul]
Line5:= ds[p3] . dm[mu] . ds([pl] . dm[nu] . ds[p2]

. dm[mu] . ds[p4] . dm[nu]
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ansl= Simplify[Contract[Tr[Linel] Tr[Line2]]]
ans2= Simplify[Contract[Tr[Line3] Tr[Line4]]]
ans3= Simplify[Contract [Tr[Line5]]]
ans=ans1/4/t"2+ans2/4/s"2-2*ans3/4/s/t)

dot={spl[pl,p2]->s/2,splp3,pdl->s/2,splpl,p3]->-t/2,
splp2,p4l->-t/2,splpl,p4l->(s+t)/2,sp[p2,p3]->(s+t)/2}

res= ans /.dot
(kxxxxxxxk*xx*  End FeynCalc Program for Bhabha scattering  #xkkskkkskkxxk)

that has the following output:

(k*xxx*xxxx*k*xx Begin FeynCalc Output for Bhabha scattering *#xkkkxkk*xx)
2 2 2 2
s (s + t) t (s + t)
2 8 (- + —=——-——- ) 8 (= + ———————- )
4 (s +t) 4 4 4 4
Out[2]= -—-—-——-—- ittty Bttt
s t 2 2
t s
(kxxkxkxxk*xxk  End FeynCalc Output for Bhabha scattering — kkxkkskkkskkxk)

Code 5.4 FeynCalc Program for Helicity Amplitudes in Bhabha

(** Program to Calculate the Helicity Amplitudes in Bhabha scattering **)
(*
Compatible with FC 9.2 and 9.3

Last Version: 01/05/2020
Author: Jorge C. Romao
email: jorge.romao@tecnico.ulisboa.pt

*)
Remove["Global ‘*"]
(* Definitions *)

dpls_]:= (1 + s DiracMatrix[5])/2
Ulp_,s_]:= dp[s] . Spinorl[p,0]
UBar[p_,s_]:= SpinorUBar[p,0] . dpl[-s]
gvga= gm dp[-1] + gp dp[1]
deltalsi_,s2_]:=If[s1==s2,1,0]
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(* 02.05.2020

To be compatible with FeynCalc 9.3 we have to separate the spinor and
spinorBar in the definitions of GS[p] and Polarization sums.

The code below works for FeynCalc 9.2 and 9.3
*)
PolSConjU=Function[{k,p,1,i}, If[i==1, 2 U[k,1],If[i==2, 2 Ulp,-1111]
PolSConjUBar=Function[{k,p,1,i}, If[i==1,UBar[p,1],If[i==2, UBar[k,-1]1]11]
MydsU=Function[{p,i},If[i==1, Ulp,1],If[i==2, Ulp,-111]1]
MydsUBar=Function[{p,i},If[i==1, UBar[p,1],If[i==2, UBar[p,-11]11]
UBarGammaU = Function[{p3, s3, p2, pl, si, pd, s4},

X1 = DiracSimplify[2 UBar[p3, s3].Ulpl, s1] UBar[p2, s1].Ulp4, s4]];

X2 = DiracSimplify[2 UBar[p3, s3].U[p2, -s1] UBar([pl, -s1].U[p4, s4l];
X1 + X2]

(* Amplitudes *)
Mi[s1_,s2_,s3_,s4_]:=deltalsl,s2] UBarGammaU[p3,s3,p2,pl,sl,p4,s4]

resl[sl_,s2_,s3_,s4_]:=DiracSimplify[M1[s1,s2,s3,s4],
DiracSubstitute67->Truel/s

M2[s1_,s2_,s3_,s4_]:=deltalsl,s3] UBarGammaU[p2,s2,p3,pl,sl,p4,s4]

res2[s1_,s2_,s3_,s4_]:=-DiracSimplify[M2[s1,s2,s3,s4],
DiracSubstitute67->Truel/t

(* Simplify *)
vlist={p1l,p2,p3,p4}

simpl=Table[Spinor[vlist[[i]],0] . Spinor[vlist[[j]],0] ->splvlist[[il],
vlist[[j1]] + spclvlist[[j]],vlist[[il]],{i,1,4},{j,1,4}]

/. {splp_, p_] -> 0, spclq_, q_1 -> 0}

simp2=Table[Spinor[vlist[[i]],0] . DiracMatrix[5] . Spinor[vlist[[j]],0]
-> -splvlist[[i]],v1list[[j1]] + spclvlist[[j]],v1iist[[i]1]],
{i,1,4},{j,1,431 /. {splp_, p_1 -> 0, spclq_, q_1 -> 0}

simp=Flatten[{simp1l,simp2}];

M[s1_,s2_,s3_,s4_]:=Expand[resi[sl,s2,s3,s4]+res2[s1,s2,s3,s4] /. simp]

(kxxxxkxx*x*  End FeynCalc Program for Helicity Amplitudes — #xkkskkkskkxxk)
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that gives the following output,
(k*xxx*xxx*x** Begin FeynCalc Ouput for Helicity Amplitudes — #xkkkxkk*xx)
In[3]:= M[1,1,1,1]
-2 splp2, p3] spclp4, pll 2 splp3, p2] spclp4, pil
Out[3]= ——-——————————— Tttt
t S
In[4]:= M[1,1,-1,-1]
2 splp2, p4] spclpl, p3]
Out[4]= -————————————— -
S
In[5]:= M[-1,-1,1,1]
2 splp3, pll spclp4, p2]
Out [6]= -
S
In[6]:= M[-1,-1,-1,-1]
2 splpl, p4] spclp2, p3] 2 splpl, p4] spclp3, p2]
Out[6]= -~
S t
In[7]:= M[1,-1,1,-1]
-2 splp3, p4] spclpl, p2]
Out[7]= -————————————
t
In[8]:= M[-1,1,-1,1]
-2 splp2, p1] spclp4, p3]
Out[8]= -————————————
t
(k*xxx*kxx*x*k*  End FeynCalc Ouput for Helicity Amplitudes KoKk KKK KK KKK )

Code 5.5 Helicity Amplitudes for Compton Effect
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(kxx*xx*x*  Begin FeynCalc Helicity Amplitudes for Compton Effect *¥**xx*)
(* Programa para calcular as Amplitudes de Helicidade para o
efeito de Compton com fermioes com massa.

04.05.2020
Author: Jorge C. Romao
email: jorge.romao@tecnico.ulisboa.pt

*)
Remove["Global ‘*"]

(* Definitions *)
dp[s_1:= (1 + s DiracMatrix[5])/2

Ulp_,s_1:= dpls] . Spinor[p,0]
UBar[p_,s_]:= SpinorUBar[p,0] . dpl[-s]

PolSConjuU =
Function[{k, p, 1, i},
If(i == 1, 2 ULk, 1], If[i == 2, 2 Ulp, -11111;
PolSConjUBar =
Function[{k, p, 1, i},
If[i == 1, UBarlp, 1], If[i == 2, UBarlk, -11111;
PolSU = Function[{k, p, 1, i},
If[i == 1, 2 Ulp, 11, If[i == 2, 2 ULk, -1111]1;
PolSUBar =
Function[{k, p, 1, i},
If[i == 1, UBarlk, 1], If[i == 2, UBar[p, -11111;
MydsU = Function[{p, i}, If[i == 1, U[p, 1], If[i == 2, U[p, -11111;
MydsUBar =
Function[{p, i}, If[i == 1, UBar([p, 1], If[i == 2, UBar([p, -11111;

(* Fermions with masss *)

Un[pl_,p2_,m_,s_]:=(If[s==1,MySP[pl,p2],MySPc(p2,p1]]/m Ulpl,s]+U[p2,-s])
Vm[pl_,p2_,m_,s_]:=(If[s==1,MySP[p1,p2],MySPc[p2,p1]l]/m U[pl,s]-U[p2,-s])

UmBar [p1_,p2_,m_,s_]:=(If[s==1,MySPc[p1l,p2],MySP[p2,p1]]/m UBar[pil,s]
+ UBar[p2,-s])

VmBar [p1_,p2_,m_,s_] :=(If [s==1,MySPc[p1,p2],MySP[p2,p1]]/m UBar [p1,s]
- UBar[p2,-s])
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(* Amplitudes *)
MDiagi[sl_, s2_, 11_, 12_] :=
Sum [ (UmBar [wl, w2, m, s2].PolSConjU[k2, rl, 12, il] PolSConjUBar [k2,
rl, 12, i1] .MydsU[rl, i2] MydsUBar[rl, i2] .PolSU[k1, r1,
11, i3] PolSUBar[k1, ri1, 11, i3].Um[rl, r2, m, si1] +
UmBar [wl, w2, m, s2].PolSConjU[k2, rl, 12, il] PolSConjUBar [k2,
rl, 12, i1].MydsU[r2, i2] MydsUBar[r2, i2] .PolSU[k1, ri1, 11,
i3] PolSUBar([k1, r1, 11, i3] .Um[rl, r2, m, si1] +
UmBar [wl, w2, m, s2].PolSConjU[k2, rl, 12, il] PolSConjUBar [k2,
rl, 12, i1].MydsU[k1, i2] MydsUBar[k1, i2] .PolSU[k1, ri1, 11,
i3] PolSUBar[kl, r1, 11, i3] .Um[rl, r2, m, sil),
{i1, 1, 2}, {i2, 1, 2}, {i3, 1, 2}] + m (
Sum[UmBar [wl, w2, m, s2].PolSConjU[k2, rl, 12, i1] PolSConjUBar [k2,
rl, 12, i1].PolSU[kl, rl, 11, i2] PolSUBar[kl, rl, 11,
i2] .Um[r1, r2, m, s11, {i1, 1, 2}, {i2, 1, 1}1);

MDiag2[sl_, s2_, 11_, 12_] :=
Sum[ (UmBar [wl, w2, m, s2].PolSU[k1, r1, 11, il] PolSUBarl[kl, ri1, 11,
i1] .MydsU[r1, i2] MydsUBar[r1, i2] .PolSConjU[k2, ril, 12,
i3] PolSConjUBar([k2, rl, 12, i3].Um[rl, r2, m, si1] +
UmBar [wl, w2, m, s2].PolSU[k1, r1, 11, i1] PolSUBar[kl, ril, 11,
i1] .MydsU[r2, i2] MydsUBar[r2, i2] .PolSConjU[k2, r1l, 12,
i3] PolSConjUBar[k2, r1l, 12, i3].Um[rl, r2, m, s1] -
UmBar[wl, w2, m, s2].PolSU[k1, rl1, 11, i1] PolSUBar(k1, ri, 11,
i1] .MydsU[k2, i2] MydsUBar[k2, i2] .PolSConjU[k2, ril, 12,
i3] PolSConjUBar([k2, r1, 12, i3].Um[rl, r2, m, si]),
{i1, 1, 2}, {i2, 1, 2}, {i3, 1, 2}] + m (
Sum [
UmBar [wl, w2, m, s2].PolSU[k1, rl1, 11, i1] PolSUBar([k1, ri, 11,
i1] .PolSConjU[k2, r1, 12, i2] PolSConjUBar[k2, rl, 12,
i2] .Um[r1, r2, m, s1], {i1, 1, 2}, {i2, 1, 2}1);

resi[sl_,s2_,11_,12_]:=DiracSimplify[DotSimplify[MDiagl[s1,s2,11,12]]1]
res2[s1_,s2_,11_,12_]:=DiracSimplify[DotSimplify[MDiag2[s1,s2,11,12]]]

vlist={wl,w2,k1,k2,r1,r2}

simpl=Table[Spinor[vlist[[i]],0] . Spinor[vlist[[j]],O0]
-> MySP[vlist[[i]],v1list[[j]]] + MySPclvlist[[j]1],vlist[[i]1]],
{i,1,6},{j,1,6}] /. {MySP[p_, p_1 -> 0, MySPcl[q_, q_1 -> 0}

simp2=Table [Spinor [vlist[[i]],0] . DiracMatrix[5]. Spinor[vlist[[j]1],0]->
-MySP[vlist[[i]],v1ist[[j]1]] + MySPc(lvlist[[j1],vlist[[i]1]1],
{i,1,6},{j,1,6}] /. {MySP[p_, p_1 -> 0, MySPcl[q_, q_1 -> 0}
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simp=Flatten[{simpl,simp2}];

Mlaux[sl1_,s2_,11_,12_]:=Expand[resi[s1,s2,11,12] /. simp]
M2aux[s1_,s2_,11_,12_]:=Expand[res2[s1,s2,11,12] /. simp]

M1[s1_,s2_,11_,12_]:=Expand[Mlaux[s1,s2,11,12]

/.

{MySP[p_, q_1 -> splp, ql, MySPclp_, q_1 -> spclp, ql}]

M2[s1_,s2_,11_,12_]:=Expand[M2aux[s1,s2,11,12]

/.

(*

{MySP[p_, q_1 -> splp, ql, MySPclp_, q_]1 -> spclp, ql}]

Change to True to write OutputFortran *)

If[False,

M={
C1
C1
C1
C1
C1
C1
C1
C1
C1
C1
C1
C1
C1
C1
C1

stmp=0OpenWrite ["ComptonAmplitudes.f" ,FormatType —-> FortranForm,

C1 M1[1,1,1,1] + €2 M2[1,1,1,1], \
M1[1,1,1,-1] + C2 M2[1,1,1,-1], \
M1[1,1,-1,1] + C2 M2[1,1,-1,1],\
M1[1,1,-1,-1] + C2 M2[1,1,-1,-1], \
M1[1,-1,1,1] + C2 M2[1,-1,1,1], \
M1[1,-1,1,-1] + C2 M2[1,-1,1,-1], \
M1[1,-1,-1,1] + C2 M2[1,-1,-1,1], \
M1[1,-1,-1,-1] + C2 M2[1,-1,-1,-1], \
M1[-1,1,1,1] + C2 M2[-1,1,1,1], \
Mi[-1,1,1,-1] + C2 M2[-1,1,1,-1], \
Mi[-1,1,-1,1] + C2 M2[-1,1,-1,1], \
M1[-1,1,-1,-1] + C2 M2[-1,1,-1,-1], \
M1[-1,-1,1,1] + C2 M2[-1,-1,1,1], \
M1[-1,-1,1,-1] + C2 M2[-1,-1,1,-1], \
Mi[-1,-1,-1,1] + C2 M2[-1,-1,-1,1], \
Mi[-1,-1,-1,-1] + C2 M2[-1,-1,-1,-1]};

PageWidth -> 60];Do[Write[stmp, "HelAmp(",i,")=",M[[i]1]1],{i,1,16}];

Clo

]

(*x

se[stmp];

*kkxkx  End FeynCalc Helicity Amplitudes for Compton Effect

Kok kokokkk )




Problems Chapter 5 221

Problems

5.1 Considere em QED o processo vy — eTe™.
a) Escreva a amplitude para o processo.
b) Mostre que esta amplitude é invariante de gauge (ver Complement [5.2)).

c¢) Calcule a seccao eficaz para o processo.

5.2 Considere a interacgao do fotao com uma particula escalar de carga negativa
¢~ (esta teoria designa-se por vezes Eletrodinamica Escalar). Os vértices sao

1
q p

i 0.
ie(q +p)* 2ie* g

Dentro deste modelo considere o processo equivalente ao efeito de Compton, v(k) +
¢~ (p) = v(K') + ¢~ (p) onde k, p, k' e p’ sdo os momentos das particulas.

a) Desenhe o(s) diagrama(s) que contribuem para o processo em ordem mais
baixa.

b) Escreva a amplitude para o processo.
c) Mostre que a amplitude é invariante de gauge, isto é, se M = (k) €’ (k') M.,
entdo temos k*M,, =0 e k"M, = 0 (basta mostrar para um dos casos).
5.3 Considere a difusao elastica e”e™ — e"e™.

a) Escreva as amplitudes para os dois diagramas que contribuem para o processo,
nao esquecendo que ha um sinal menos entre eles.
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b) Mostre que no limite das altas energias, isto é, quando a energia no centro de
massa /s é tal que y/s > m, se obtém a seguinte expressdo para a secgao
eficaz diferencial

do o [1+cos'(6/2) 2 1 +sin*(0/2)
dQ 25| sin*(6/2) sin?(0/2) cos2(0/2) cos*(0/2)

(5.215)
onde # é o angulo de difusao do eletrao no referencial do centro de massa. Este
processo foi calculado pela primeira vez por Mgller [54].

c) Mostre que na direc¢ao frontal, isto é para pequenos angulos, a expressao
anterior se reduz a seccao eficaz diferencial de Mott para eletroes relativistas.

5.4 Considere o processo e"et — e~ e conhecido por difusao Bhabha . Em QED
ha dois diagramas contribuindo para este processo

Pr . D3
e e
et et
P2 P4

e hé um sinal menos relativo entre os dois diagramas. Mostre que no limite das altas
energias, /s > m, onde /s é a energia total no centro de massa, se obtém

do o’ [14cos'(0/2) 2cos’(0/2) 1+ cos®d
dQ 25| sin*(6/2) sin?(60/2) 2

sendo # o angulo de difusao do eletrao no referencial do centro de massa. Sugestao:
utilize os resultados do programa para o mathematica explicado na seccao [B.3l

(5.216)

5.5 Quando se utilizam as varidaveis de Mandelstam, é também importante expressar
as variaveis angulares duma forma invariante, ja que os angulos sao definidos num
dado referencial. Na difusao de duas particulas para duas particulas com p; + py =
p3 + ps a variavel angular é geralmente definida como o angulo entre ps e pj. Ora
este angulo estd relacionado com a varidvel t = (p; — p3)?. Utilize este facto e a
formula da Eq. (B.I58) para mostrar que se tem,

do 1 1
dt — 647s [pioml?

M2 (5.217)

onde M = M(s,t,u) e

1
Vs|prem| = \/(pl p2)? —mimi = §>\(\/§7 my, m2) (5.218)
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e (ver Eq. (3.99) )

Az,y, 2) = /(22 — y? — 22)2 — dy?2? (5.219)

5.6 Mostre que para processos 1 + 2 — 3 + 4 no referencial CM as correntes nao
nulas se escrevem

ecanal s
\p1
/ Juwz (Tu \l/) = \/g (07 _17 _7;7 0) (522())
D2
P1
p Tua (1) = V5 (0,-1,4,0) (5.221)
b2
]33/
Jusos (1, 4) = /s (0, — cos B, 1,sin 0) (5.222)
P4\
pz‘(
Jusva (3, 1) = /s (0, — cos @, —i, sin 0) (5.223)
p4\
ecanal t

Juyus (T, 1) =V/s <cos g, sin Z, isin z cos g) (5.224)
Juyus (3, 4) =V/s (cos g, sin g, —isin g, cos g) (5.225)
Joros (T, 1) =V/s (Cosg,sing,ising,cos g) (5.226)
Joros (35 4) =5 <COS g, sin g, —isin g, cos g) (5.227)
Jugus (T, 1) =V/s <cos g, —sin g, isin z, cos g) (5.228)
Jugus (35 4) =V/s (cosg, i g, zsmg — cos g) (5.229)
Jogos (1, 1) =V/s (cos g, —sin g isin g, — cos g) (5.230)
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6 .6 . 0 0
Jonos (35 4) =5 (cos 5~ Sl 5, —isin g, —cos 5) (5.231)

eu-channel

Juyus (1, 1) =V/s <sin g, — cos g, —i cos g, sin g) (5.232)
Juua (3, 1) =V/s <— sin g, Cos g, —14 oS g, — sin g) (5.233)
Jugus (T, 1) =V/s (— sin g, — cos g, i cos g, sin g) (5.234)
ugus (3, 4) =V/s (sing,cosg,icosg, — sin g) (5.235)
oo (T, 1) =V/5 (— sin g, cos g, i cos g, — sin g) (5.236)
ooy (35 4) =5 (sing,—cosg,icosg,sin g) (5.237)
Jonos (T, 1) =V/5 (sm , COS Q, —1cos g, — sin Q) (5.238)
2 2 2 2
Toyvs (4, 4) =V/s <— sin g, — cos g, —1 CoS g, sin g) (5.239)

5.7 Use os resultados do problema para calcular a difusao Bhabha no limite em
que se desprezam as massas. Compare com os resultados da seccao para este
Processo.

5.8 Mostre que a contribui¢do do canal s para a amplitude M(+,+;+,+) da
Eq. (599) , que designdmos por M;(+,+;+,4) é igual ao que obteve no pro-
blema [B.7] para a amplitude M;(1,{;1,]). Para isso utilize a forma explicita do
produto spinorial, Eq. (5:92]).

5.9 Este problema tem por objectivo demonstrar a Eq. (5.62)). Para isso siga os
passos seguintes.

a) Considere sem perca de generalidade ¢ = 0. Defina o spin segundo a direcgao
7l = (sind, 0, cosf), através de

R 1
S il =sindS, + cos S, = 3 sinf(Sy + S_) + cosbS, (5.240)

Mostre que na base S, isto é onde

S.|11), = [11),,8.]10), =0, 5. [1,—1), = —[1,—1), (5.241)
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se obtém

= 1
(S-m)|11), =cosf|1,1), + —=sinf |10),

V2
= 1 1
(S-7)|10), :ﬁ sinf|1,1), + 7 sinf |1, —-1),

= 1

(S-7)1,—1), =—cosf|l,—1) + 7 sin 4 |10) (5.242)
b) Defina agora [11), tal que
(S -) [11), = [11), (5.243)
e expanda na base |1m),

1)y = all,=1), + B[10), + 7|1, 1), (5.244)

Aplique o operador (5 - 1) e determine «, 5,7 e verifique assim a Eq. (5.62)).

5.10 Consider the process e~ +e™ — u~ + pt in QED. Not neglecting the masses
and using these explicit spinors and the explicit form for the Dirac v matrices, we
can then obtain the helicity amplitudes that we write as

Aoy
M(hq, ho; hs, hy) = e T(p2, b)Y u(p1, 1) T(ps, h3)y,0(pa, ha) - (5.245)

where h; =7, | for each particle. This is a straightforward but tedious calculation,
that can be best done with a mathematica program [22]. Show that the result is

M1 1:1,1) = = (dma) T cos M(L T3, 1) = —(dma) 7 sind - (5.240

ML) = = () 20 ML) = (dm0) 2 cos 0 (5.247)

M1 1) (dma) s ML T ) = —(dma) (1+cos0) (5.249

MO 441 =(ra) (L= cos8)  M(L, i 1) = —(4ma) 27; sinf, (5.249)

M1 7.4) =(im) 27250 M(LTi11) = (dma) (1 —cosd)  (5.250

Mt 4) == (dma) (14 cost) MU it 1) = —(dma) Zesing - (5250
dmem,

cosf M|, 1 1,)) = (4ma) 21y, sinf  (5.252)

M1, 154, 1) =(4ra) 7



226 Capitulo 5. Exemplos Simples em QED

Mt 434, 4) =(4ma) 27; sin 0 M4, ¢>:—<4m>4m%cos9 (5.253)

5.11 Show that the operator

1+h
P(h,s) = %%’é : (5.254)

where the spin 4-vector is, X
st = (v8,78) (5.255)

is an helicity projector for a particle moving in the direction B with velocity ﬁ . Show
this explicitly for the helicity spinors defined in section [I.8.2l

5.12 Consider the process e~ + et — p~ + p* in QED. Using the trace technique
and the helicity projector defined in Problem [E.11l show that, we can project the
helicity amplitudes as

4
M(h1,h2;h3,h4) = %a@(pQ)P(hQ,82)7”P(h1,Sl)u(pl)ﬂ(ps)P(hBa53)%P(h4,54)0(p4) (5256)

Using this and FeynCalc for Mathematica show that one gets

2

cos’0 |IML DI = (47ra)24% sin® 0 (5.257)

2,2
16 mem,,

M, 151D =(4ra)?

s2

2,2
16 mgm;,

cos®6  (5.258)

4 2
MO DE =(ma) —Esin?0 MLt DI = (dma)* ==
M4 )2 =<47ra>24;”z sin?0 ML) = (dma)’ (1 +cos8)® (5.259)
ML LD =(ma)? (1-cos8)? ML LDP = <47ra>247mg s (5.200)

M1, P2 =<47ra>24;"3 sin?6 ML DP = (ra)? (1—cost)®  (5.261)

MO DR =P (140t IMUL L DR = (ra esints (5.262)

2

2
Ecos®0 |IM, 154, D)2 = (47ra)242n” sin® 0 (5.263)

16 m2m

M1, 154D =(4ra)?

s2

4m? 2
IM(1, 4 4, D2 =(4ma)? T“ sin20 ML D[P = (dra)? Ecos?f (5.264)
Compare with the results of Problem [5.10

5.13 Mostre que para fotoes polarizados a formula de Klein-Nishima se escreve

5B (D () er] oo
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onde €, ¢’ sao os vetores de polarizacao dos dois fotoes. Como o resultado deve ser
gauge invariant pode escolher uma gauge em que

e=(0,8), ¢=(0,&), p-e=p-e=0 (5.266)

Mostre que a expressao anterior conduz a Eq. (5.33) quando se faz a soma sobre as
polarizagbes do fotdo final e a média sobre as do fotao inicial (ver Ref. [27]).

5.14

a)

d)

Considere o efeito de Compton.

Integre a férmula de Klein-Nishina, Eq. (£.33)), para o efeito de Compton, para
obter a secgao eficaz total na forma,

o(z) = 2221 [(1—f—§) 1n(1+x)+%—l—§—; (5.267)

onde x = 2k/m..

Mostre que no limite x < 1, ou seja, k < m,, se obtém as férmulas classicas
de Thomson, isto é

d 2 2
lim 27 = % (1+cos6®), limo(z)= Sma (5.268)

x—0 3mg

Refaca agora o problema do efeito de Compton num referencial em que o
eletrao nao esta necessariamente em repouso. Use as variaveis de Mandelstam
para mostrar que a secgao eficaz diferencial se escreve

do  2ma? A m? N m? 2+4 m? N m?
dt (s —m?2)? s—m2  u—m?2 s—m2  u—m?

_<$—m3 +“‘m5>} (5.269)

u—m2  s—m?

onde
s=(p+k)?=p+k)>
t=(p—p)*=(k-K)
u=(p—k)?= -k)? (5.270)

Particularize agora a expressao anterior para encontrar a formula de Klein-
Nishina no referencial em que o eletrao incidente esta em repouso.

5.15 Considere o processo e”e™ — v sem desprezar as massas dos fermioes.
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a) Mostre que em vez da Eq. (5.I08)) se tem

) A m? m? \’ m? m?
:8 _4 & & 4 e e
S S mset | (G ) (G )

spins A1,A2 e
m2—t m?:—u
) : 271
+m§—u mg—t} (5.271)
com
s=(p1+p2)° = (k1 + ko)
t=(p—k1)* = (p2— k2)?
u=(p1—ka)* = (p2 — k1)? (5.272)

e que portanto a secgao eficaz diferencial se escreve,

do  2ma? A m? N m? 2+4 m? N m?
dt — s(s—4m?) m2—t m2—u m2—t m2—u

2 2
ms —t me—u}

(5.273)

2 _ 2 _
mi:—u m;—1

b) Mostre que a secgao eficaz total se escreve (nao esquecer que é preciso dividir
por 2 devido a haver duas particulas idénticas no estado final.

fo — A2

s? +4sm? — 8m*) In VSt /s - Ame
( 2 —8m;

Vs — /s — 4dm?

— (s +4m?)\/s(s — 4mg)} (5.274)

2ra?

s? (s —4m?)

Otot =

Este resultado foi obtido pela primeira vez por Dirac em 1930 [55].

c) Mostre que no limite /s > m, se obtém

2 2
T 7;0‘ (m S 1) (5.275)

2
me

d) Qual a secgao eficaz total para o processo vy — e"et?

5.16 Considere a difusao elastica e"e” — e"e~ sem desprezar as massas dos
eletroes. Notar que ha um sinal menos entre os dois diagramas.
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a) Mostre que a seccao eficaz diferencial se pode escrever

do__mot_[flem) S0, Jlo)

dt — s(s —4m3?) 12 u? tu

(5.276)

onde a fungao simétrica f é definida por na Eq. (5140). A parte importante
a reter para futuras aplicacoes (ver Problemas 5.17 e 5.18) ¢ que

EZ IMP? = et [f(j;U) LI fls 5)] (5.277)

. u? tu
spins

b) Mostre que no limite s > m? a expressao anterior se reduz a do Problema
¢) Mostre que no limite s > m? a secgao eficaz total se escreve

2ra?

Otot — (5278)

{cos Oy + 8 cos b }

SiIl2 90

onde se integrou no intervalo 0y < 6 < m— 6, para evitar a divergéncia colinear
(devida & massa nula do fotao, ou seja ao seu alcance infinito), que ocorre para
0=0,m.

d) Use o CalcHEP para calcular este processo e faga um grafico comparando com
o resultado da alinea anterior.

5.17 Considere a difusao Bhabha sem desprezar as massas dos eletroes e positroes.

a) Mostre que a seccao eficaz diferencial se pode escrever

do  ma? flt,uw)  f(s,u)  f(u,u)
dt — s(s—4m2) | 2 * 12 * st

(5.279)

onde a funcao simétrica f é a mesma funcao definida no Problema [5.16l
b) Mostre que no limite s > m? a expressao anterior se reduz & do Problema [5.4
c¢) Mostre que no limite s > m? a sec¢ao eficaz total se escreve

s 96
Ot = —— | 111 cos by + 6 cos(26y) + cos(36y) + m

24s
+192log (sin*(6,/2))] (5.280)

d) Use o CalcHEP para calcular este processo e faga um grafico comparando com
o resultado da alinea anterior.
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Bhabha: e e - e e"

6, (deg)

Figura 5.14: Variacao da seccao eficaz de Bhabha com o angulo 6, para vérios valores
da energia do centro de massa.

e) Faca um estudo da secgao eficaz com o angulo limite 6. Para isso reproduza
o grafico seguinte.

f) Mostre que no limite s > m? as seccoes eficazes de Bhabha e Moller estao
relacionadas no referencial do CM por

0
Ao+ = cos’ §d06767 (5.281)

Neste limite faca um grafico em funcao de 6 e explique porque é que a difusao
de Moller tem a simetria 8 — 7 — 6 e a difusao Bhabha nao.

5.18 O resultado dos Problemas e 517 é geral para qualquer processo em
QED que tenha dois fermides no estado inicial e dois fermioes no estado final. Veri-
fique esta afirmacao com os processos e~ u~ — e u~ e e et — pu~puT descritos na
seccao 6.6

5.19 Vamos neste problema calcular o tempo de vida do para-positrénio, isto é, o
positrénio no estado Sj.

a) Explique, usando as leis de conservagao do momento angular e da conjugacao
de carga, que devemos ter (ver as referéncias [46] ou [56])

S0 = vy, 251 — vy (5.282)



Problems Chapter 5 231

b) Mostre que a secgio eficaz para o eletrao e positrao num estado 1.S; é
Osingleto — 47 (5283)
onde @ ¢é a seccdo eficaz nao polarizada calculada na Eq. (5.274).

c) A velocidade das particulas no positrénio nao é relativista. Por isso considere
boa a aproximagao o calculo num referencial onde o positrao esta em repouso
e o eletrao tem uma velocidade baixa, f < 1. Use esta aproximagao para

calcular drag?
Tt 1
Osingleto — m2 B (5284)

d) Calcule a largura de decaimento dada por (porqué?)

I = Gngiero B1(0)] (5.285)

onde 1
o(r) = —\/ﬁe‘”a, a=— (5.286)

e) Obtenha o tempo de vida média do para-positrénio.

5.20 Demonstre a Eq. (5.96]).
5.21 Deduza os resultados da Eq. (5.99).

5.22 In Complement [5.4] we derived an explicit expression for the spinor products,
Eq. (592). This explicit expression is attached to a specific choice of the auxiliary
dimensionless 4-vectors, ko and k. We can think that the choice of ky = (1,1,0,0)
is general if the reaction plane is taken as the yz plane, as this ensures that p-ky # 0.
However, even with this choice, we could take

k1 = (0,0, cos a, sin ) (5.287)

and still satisfy Eq. (5.I88]). On the other hand, following Ref. [57], we have defined
helicity spinors for massless fermions in Eq. (L257). Then the question arises how
are these related and are the physical results independent of the choices? This
problem aims at clarifying these points.

a) Consider an arbitrary massless positive energy fermion moving in the plane
yz, that is, p = (E,0, Esinf, Ecosf). Show that the relation between the
Kleiss and Thomson definitions is

u

yThomson () i 6/2iar y Kleiss () (5.288)
Thomson

U (p) =e T u(p) (5.289)
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b) Show that the absolute value of the spinor products does not depend on «
and therefore physical variables like the scalar products are also independent
of this choice. To show this derive the following relation,

s(p1,p2, @) = e~ *s(p1, p2, @ = 0) (5.290)

c) Consider two massless fermions of positive energy with momenta,
P1 = (El,O,El sinﬁl,El COS@l), P2 = (EQ,O,EQ sinﬁg,El COSGQ) (5291)

Use the definitions of Eq. (L.257) to evaluate explicitly

Thomson (

s P1,p2) = W (pr)uy(p2) (5.292)

Then use, for an arbitrary «, the definition of Eq. (5.290)

s (py py) = s(pr, P2, @) (5.293)
Show that

SThomson (p17 p2) — ei/2(91 -1-92)eiozSKleiss(pl7 p2) (5294)

5.23 Consider again Bhabha scattering. For massless fermions we used the trace
technique in section [5.3] and the helicity amplitude technique of Ref. [52] in sec-
tion The purpose of this problem is to show that one could get the same result
using the massless helicity spinors of Ref. [57] as given, for instance, in Eq. (5.43))
and Eq. (5.44]). For instance, in this case define for positive energy spinors,

i = (p)uy (py) (5.295)
and evaluate Eq. (5.99) with this definition. Show that you get the same result
for the amplitude squared. Notice that there are some subtilities in going from a
notation in terms of chiral spinors and one in terms of massless helicity spinors. For
instance in this problem we have, in the usual notation, the spinors u(p;), u(ps) of
positive energy and v(ps), v(ps4) of negative energy. Then the correct definition of
spinor products in the notation of Ref. [57] is,

S

s12 = Up(p)vr(p2),  s13 = Ur(p1)uy(ps), s = Up(p1)vy(pa) (5.296)
S23 = U (p2)uy(ps),  S21 = Uy (p2)vr(pa), s34 = Up(ps)vr(pa) - (5.297)

Then the advantage of the method of Kleiss [52] is that it is more convenient to
implement from the computational point of view.

5.24 In the text we used the relations in Eqgs. (5.195) and (5.190),

S=VA"+ Ay, ST =Vt + Ay (5.298)
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where S is any string with an odd number of gamma matrices and S* is the string
with the same Dirac matrices written in reversed order. Use the results of Pro-
blem 3.9 and Eq. (B:38) to prove these results.

5.25 Na Eq. (5.118) nao se considerou o termo proporcional a 75 no trago. Este
problema destina-se a mostrar que de facto esse termo nao contribui. Depois de
fazer o trago esse termo seria proporcional a

vaf
" ri1aTa3

Vamos ver, de duas maneiras diferentes, que se tem,
" = /dQe“”o‘Brlarw =0

a) Escolha o referencial em que o bosao de gauge estd em repouso. Mostre que
nesse referencial se tem

M,
r1 :TW(I, sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos 0)

M,
To :Tw(l, — sin 6 cos ¢, — sin @ sin ¢, — cos 6)

Usando o facto de que o # 3 mostre explicitamente que I*” = 0.

b) A outra maneira de argumentar é dizer que para além de g e ¢* também
temos ao nosso dispor o tensor e’ Explique porque é que esta contribuicao
tem de ser nula mesmo sem fazer as contas explicitamente.

5.26 Deduza a Eq. (5.125).
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Capitulo 6

Exemplos Simples no Modelo
Standard

6.1 Introducao

Vimos no capitulo anterior alguns exemplos de aplicagao das regras de Feynman
em QED. Vamos aqui mostrar que o mesmo tipo de procedimento se pode de facto
aplicar a outras teorias desde que seja conhecido o seu Lagrangeano.

Como exemplo vamos considerar o designado modelo padrao das interacgoes electro-
fracas que no seguimento designaremos somente por modelo padrao. E uma teoria
recente, proposta por Glashow, Weinberg e Salam no final dos anos 60 que unifica
as interacgoes electromagnéticas com as interacgoes fracas. Inclui portanto QED
como um seu subconjunto. Por QED entendemos neste contexto algo mais geral do
que a teoria que temos vindo a estudar, ou seja, a interaccao de fotdoes com todas
as particulas carregadas existentes na Natureza. A parte relevante do Lagrangeano
de interaccao sera entao

Lint = —le @fquﬁfAu (6-1)

onde @)y é a carga do fermiad!] em unidades da carga do e', o que conduz & regra
de Feynman representada na Figura [6.1]

Como vimos, o fotao é o portador da forca electromagnética. Ao unificarmos
a interaccao electromagnética com a interaccao fraca somos levados a introduzir os
campos de spin 1 portadores dessa forca. Esses sao o bosao Z° com carga eléctrica
nula e os bosdes W= de carga =, respectivamente. Uma das grandes diferencas entre
a forca fraca e a forca electromagnética é o seu curto alcance. Isso, pode-se mostrar,
implica que contrariamente ao fotdo, o W* e o Z° tenham massa. Os seus valores
obtidos nas mais recentes experiéncias no LEP sao [58]

ICom esta definicdo incluimos também os quarks onde as cargas sio fraccionarias.

235
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H —ie Qf’y‘u

f

Figura 6.1: Interaccao do fotdo com fermides carregadas. Notar que e = |e|.

My ~80.4 GeV ; My ~91.2 GeV (6.2)

Do ponto de vista técnico o modelo padrao das interacgoes electrofracas é uma teoria
de gauge nao abeliana correspondente ao grupo de simetria local SU(2) xU(1). Estéd
completamente fora do ambito deste curso introdutério estudar esta teoriafd. Alguns
aspectos sao contudo bastante simples e fornecem um bom campo de aplicacao para
as técnicas que desenvolvemos em QED. Dum modo geral o Lagrangeano do modelo
padrao pode-se escrever na forma

ﬁMP — ﬁcinético (A;,L’ W:I:;,L’ Z(,l]lf) + Z Ecinético (wf)

campos de gauge fermides

+£CC(WiM’ ¢f) + ’CCN(Zg’ A, wf)
_'_‘Crcstantc (63>

onde L€ e LIV sao, respectivamente, o Lagrangeano da corrente carregada e da cor-
rente neutra que definiremos mais adiante e onde L, ;... inclui todas as complicagoes
de que nao iremos falar aqui@. Para uma melhor compreensao do que vamos a seguir
apresentar convém explicitar quais sao os fermioes e como se agrupam. Um primeiro
grupo constitui os chamados leptdes carregados, ou seja, o eletrao (¢~), o muao (u~)
e o tau (77) e as suas antiparticulas (e*, u™,7%). Depois vém os leptdes neutros
designados por neutrinos. Existem 3 variedades, v., v, e v;. Experimentalmente
verifica-se que os neutrinos que participam nas interacgoes electrofracas através da
corrente carregada sao esquerdos, isto é

1
Prv; = s i 0
2
1—
PL Vv, = 2751/2'214' (64)

2Para um introdugao ao modelo padrao das interaccgoes electrofracas ver o meu texto [59)
3Campos de Higgs, fantasmas, interaccdes de Yukawa,...
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Na construcao do modelo padrao as componentes esquerdas e direitas dos fermiced]
sao tratadas separadamente. As componentes esquerdas estao na representacao
fundamental (dubleto) de SU(2) enquanto que as componentes direitas sao singletos
de SU(2). Mais precisamente os dubletos sao

I N

e e, Hp € Ty sdo singletos de SU(2). Na proposta inicial do modelo padrao os
neutrinos tinham sé a componente esquerda e nao tinham massa. Hoje sabe-se que
os neutrinos tém massa (< 1 eV) e oscilam entre os diferentes sabores, pelo que é
necessario completar o modelo padrao para explicar estes dados. Como a massa é
extremamente pequena, para efeitos do que vamos calcular neste capitulo é uma boa
aproximagao considerar que os neutrinos nao tém massa. A estrutura é semelhante
para os quarks, os constituintes dos hadroes (particulas que interactuam através da

forga forte)
(“) : (C) : (t) . wpdmy o Sty b (6.6)
) ) ) RyWR,CRy°Ry 'Ry YR .
d/, 5/ L b) L

apenas com a diferenca de que todos eles tém componentes esquerda e direita.

Depois desta pequena digressao pela fenomenologia da teoria vamos descrever
brevemente sem grandes demonstracoes e usando sempre que possivel a analogia
com QED, alguns dos termos da Eq.(6.3)).

e Lagrangeano dos campos de gauge
O Lagrangeano dos campos de gauge é bastante complicado e nao o vamos es-

crever aqui. Para os nossos fins basta dizer, sem demonstracao, que os campos de
gauge tem os seguintes propagadoresﬁ

7 G
[ NNNNNN V ~iE e (6.7)
W _ 9u4v
g/.tl/ M‘%V
N\N\NNN V —1 ; 6.8
a @ — M2, + +iMy Ty (6:8)
Z qduqv
Guv — 2
e NNNNNN S (6.9)

TR ME A iMT,

4Qualquer fermido y se pode escrever como a soma das suas componentes y, e yr tais que
YrL=PrY ; Yr=Pr.

5Tecnicamente é preciso fazer uma escolha de gauge. As expressoes apresentadas sdo as correctas
na chamada gauge unitaria.
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Estas expressoes para os propagadores sao suficientes para o calculo de processos
ao nivel arvore em que os campos de gauge nao sejam particulas externas. Para os
outros processos que envolvem campos de gauge nas pernas exteriores dos diagra-
mas é necessario ter em conta que os bosoes Z° e W* tém 3 polarizacoes de spin
como acontece com qualquer particula de spin 1 com massa. Em linhas externas
continuam a ser descritos por quadrivectores polarizagao (g, \) mas agora a soma
nas polarizacgoes é dada por

* 4aq
> ocala V@ N = ~gos + 5 1 V=W.Z (6.10)
A |4

Como veremos os bosoes W= e Z° nao sao estéveis. Assim em alguns processos, para
evitar a divergéncia do pélo do propagador é necessario incluir a largura de decai-
mento, o que é feito corrigindo o propagador dos bosoes com uma parte imaginaria
proporcional a essa largura I'z ou 'y,
_ Qv
. E

q2 — M‘2/ + ’iMVrV

X G
(L NANANANNAN

. V=W,Z (6.11)

Os valores medidos experimentalmente para estas larguras sao [58],
'y ~25 GeV ; Iw ~ 2.0 GeV (6.12)

Os resultados anteriores apresentados sem demonstracao serao suficientes para os
nossos propositos.

e Lagrangeano cinético para fermioes

O Lagrangeano cinético para os fermioes é simplesmente a repeticao, para cada
espécie de fermiao, do Lagrangeano de Dirac para o eletrao. Podemos portanto
escrever

Linsee (W) = D (@ "0y — my i) (6.13)
f
a que corresponde o seguinte propagador

p+my

_ 6.14
D sz —mfc+ie ( )

e Lagrangeano para a corrente carregada

Designa-se por corrente carregada a interaccao do W* com os fermides carre-
gados. O facto mais saliente desta interacgao é que ela tem que ver s6 com a
componente esquerda dos fermides. Se designarmos por
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un '~|Jd

qu l-|Ju

Figura 6.2: Vértice do W* com os dubletos do modelo padrao.

br = (Zd) (6.15)

onde ¥y, = Ve, Vy,...,u,C,...€ 03 =¢e ,u,...,d,s,...entao podemos escrever para
cada dublet

1

— — S
£ = =T At W = St W (616)

a que correspondem as regras de Feynman representadas na Figura onde a
constante de acoplamento g esta relacionada com a carga eléctrica pela relacao

e = gsin Oy ; sin? Oy ~ 0.23 (6.17)
e Oy é o designado angulo de mistura electrofraco ou ainda angulo de Weinberg.
e Lagrangeano para a corrente neutra

Consideremos finalmente o Lagrangeano da interaccao dos fermioes com o Z° e
com o fotao. A sua forma é

LeN — _ Z Qi YA,
f

g § :_ f f 0
 cos Oy 7 v (gv B gA%’) Uy Zy (6.18)
onde
F_ 1o o RSN
gy = 5 Ty —Qp sin®byw 5 gy = 5 T (6.19)

Os valores de Tgf e Q¢ para os fermioes conhecidos estao compilados na Tabela
O vértice do Z° com os fermides é entao dado na Figura [6.3, enquanto que o fotao

interactua com todas as particulas carregadas através do vértice dado anteriormente
na Figura [6.11

6Estamos aqui a aproximar a matriz CKM, isto é, Voxy = 1.
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Fermiao e, W, T Ves VpsVr u d c s b t
TS _1 1 1 _1 1 _1 _1 1

3 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 1 2

Qy 1 0 3 3 3 3 3 3

Tabela 6.1: Valores de T. ?f e (5 para os fermioes do modelo padrao.

f

0 g
Z,

_ wif _ f
st (91 — 947s5)

Figura 6.3: Vértice do Z° com fermioes

6.2 Largura do Z" em fermioes

Depois desta introdugao e de conhecidos os propagadores e os vértices relevantes do
modelo padrao das interacgoes electrofracas, estamos em condigoes de efectuar um
primeiro exemplo. Vamos primeiro usar a técnica dos tracos e depois exemplificar
a técnica de amplitudes de helicidade para fermioes, primeiro sem massa e depois
com massa.

6.2.1 Z° — ff usando tracos.

Consideremos entao o processo

AR (6.20)

onde f é qualquer fermiao da Tabela com exclusao do quark ¢, pois esta particula
descoberta recentemente, tem uma massa [58] m; ~ 172.9 GeV e portanto m; > My
o que quer dizer que o Z° nao pode decair em tf. O diagrama de Feynman é o
representado na Figura[6.4] ao qual corresponde a amplitude

: ig _
IM = _cos o e“(k7 )\> U(Ql)’yu (g\{' - gﬁ%) U(QQ) (6.21)

A largura de decaimento é entao dada por
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ZO
f

Figura 6.4: Decaimento do Z.

2
1
= [ — N @2n)*6t (k—q — 6.22
/2Mz (IMJ?) (27) - 1:[1 7 32E (6.22)
No referencial em que o Z° estd em repouso obtemos facilmente

dr 11 ) 4m3
- = i 1— —71
dQ) 6472 My (MF) M2

pelo que s6 nos falta calcular o valor médio do quadrado da amplitude. Obtemos

(6.23)

M) =3 3 IMP

spins

1
—_ ,u v
(cos GW) ;E (k, )

Tr [(;41 + M), (95 — gﬁ%) (g2 — my) 7 (95 - gﬁ%ﬂ (6.24)

Usando agora

EEY

6.25

Ze”k: Ne™ (k,\) = —g" +

e calculando o trago das matrizes v (ver Problema 6.2)

Tr [(fél + M)V (95 - gﬁ%) (g2 —mys)v (95 - gﬁ%ﬂ
= 4 |:<g\];2 + g£2> (QI,uCDu + QIVQZLL g,uu q1 - ) g,uz/ mf (gv - gA )

_2i€aﬁul/qlaq25 g‘J;ng;:| (626)

obtemos ﬁnalmenteﬁ

70 1iltimo termo na Eq.(6.26) ndo contribui pois é um tensor antisimétrico em » e u que estd
contraido com um tensor simétrico nos mesmos indices, como resulta das Eqgs.([6.25) e (6.24).
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4 g 2
2 — M2
<‘M‘ > 3 (cos@w) z My,

2
m
g2+ ght+2 <—f) (952 . 29£2>] (6.27)

o que d& para a largura (a integragao em ) d& 4)

M 2 4m2
r==-2(_9 1- 1
127\ cos Oy M2

2
m
g+ ght+2 (—Mf) <952 — 295;2)] (6.28)
Z

Este resultado costuma ser apresentado em termos da constante de Fermi definida

por
Ge & (g \° 1 (6.29)
V2 8MZ  \cosOy ) 8M2 '

onde se usou a relacao entre as massas do Z° e do W* no modelo padrio

MW = MZ COS 9W (630)
Daqui resulta
2G M3 4ms3 my\?
P==7 - SR LR /e (ﬁ;) (o2~ 2052) (6.31)
Z

Para a maioria dos fermioes, possivelmente s6 com a excepcao do quark b, a razao

2
mf ’ s
(M_z> ¢é completamente desprezavel. Mesmo para o quark b temos
my 2
—L) ~3x1073 6.32
(M Z) ( )
E assim uma boa aproximacao escrever

QGFM% ( f2 f2
+ ) 6.33
3\/§7T gV gA ( )

o que da, por exemplo, para os eletroes @,

['(Z — ete™) ~ 83.4 MeV (6.34)

D(Z - f7) =

que podemos comparar com o valor do PDG [58],

[(Z—sete)=Tyz xBr(Z —ete)
= (2.4952 £ 0.0023) x 10* x (3.363 £ 0.004) x 10> MeV
= (83.914 £ 0.127) MeV (6.35)

8Notar que este célculo é em ordem mais baixa de teoria de perturbacoes.
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6.2.2 Z° - ff com amplitudes de helicidade: fermides sem
massa

Vamos aqui aproveitar este exemplo para mostrar como se pode usar a técnica das
amplitudes de helicidade para tratar o caso de campos de gauge com massa, tal
como é o caso do Z. Aqui vamos considerar os fermides sem massa, pelo que no
final devemos recuperar a Eq. (6.33) para a largura. Partindo da Eq. (€21]) e fazendo
as substituicoes

e’ (k,\) = a* =a_(r)y"u_(r) (6.36)
com k=1 +ryer? =0 (ver secao 553 e
g = ghvs = gsv+ +9-7—, onde gy =gl —gheg =gl +4, (6.37)
obtemos
g _ _
Moy, 09)=— u_(ri)y"u—(r2)Te, (1), [g+7+ + g—v—] Ug, (q2) (6.38)
cos Oy

g _ _ _
=— U_(r)y"'u_(ry) [g+ual (@) VY40 (02) + 9-To, (q1) VY= U0z (q2)
cos Oy

Assim, as unicas amplitudes diferentes de zero sao

2
M(+,+) = _Coi%; s(q1,72)s"(q2,71)
299_
M(—,—) = _cog%W s* (11, q1)s(r2, q2) (6.39)
pelo que
1
(IMP) = 3 MG )P+ M=, -]
1 4g?
= §cosgew [49i(q1-rz)(qz-r1)+4gi(q1-r1)(q2-r2)] (6.40)
A largura vira entao
dar . 1 3 N 1692 9 )
dQ  64m2My 8mM2 /dQ 3 cos? Oy [ng(Ch 72)(g2 - 71) + 92 (g (g2 - 7“2)]

(6.41)
onde Q* é o angulo sélido de r; no referencial em que o Z estd em repouso (ver
seccao [(.5.3). Para fazer esta integracao podemos escolher a cinemética do centro
de massa e fazer explicitamente as contas ou usar as propriedades dos invariantes
de Lorentz para mostrar que

/ dQ* riry) = g (Mg 9*7 + 2kak5) (6.42)
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Substituindo agora na Eq. (6.41]) obtemos finalmente

My 9 (2, 52
| R —— 4
127 (cos QW) (gv T 94 ) (6.43)

em acordo com a Eq. (6.28)) no limite m; = 0.
Embora este caso seja muito simples, podemos usar o FeynCalc para obter as
amplitudes. Um programa simples para esse fim é apresentado na seccao Software,

Code 6.1l

6.2.3 7' - ff com amplitudes de helicidade: fermides com
massa

Embora este problema seja muito simples e a técnica dos tragos certamente a mais
indicada, vamos também mostrar como se pode usar a técnica das amplitudes de
helicidade para tratar o caso de fermides com massa.

A amplitude escreve-se

g _ _
M(o1,00) = —COSQWU—(Tl)v“U—(rz)U(ql,018)% [g+7++g-7— v(g2, 025)

R U_(r1)7"u_(r2) [94@(611,015)%%”@2,028)
cos By

+9-T(q1,018)7,7-v(q2, 025)] (6.44)
onde u(q1,018) e v(q, 095) sdo dados na Eq. (5123). Um programa simples para

o FeynCalc estd na secgao Software, Code Com esse programa obtemos os
seguintes resultados,

2
M(+,+) =— cosgw [% s(wi,72)s™(t1,71)5(t1, t2)s™ (wr, wa)

—g_ s*(rl,wg)s(rg,tg)}

2
M(+,-) =~ cosgw [—% s(wy,12)s" (ta,71)8™ (w1, wo)
+ %‘ s*(rl,wg)s(rg,tl)s*(t2,tl)] (6.45)
29 1 9- .
M(—,+) = - [ - s(rg, ta)s(ws, wy)s™(ry, wy)
—+ % S*(tl, 7’1)8(1112, 7’2)8(t1, tg)i|
2 _
M(—,—) =~ cosgw [% s(ro,t1)8™ (t2, t1)s(wa, wy)s™(ry, wi)
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— 9+ 3*@2,7”1)5(702,7”2)}

onde q; = wy + wy, o =t +ty com w? = 0,12 =0e 2 (wy - wy) =2 (t; - ty) = m?.
A expressao para a largura diferencial sera entao,

dI’ 1 3 1 1 1

— = dQz,— | dQg,— [ dQz = 2 —)|?
dQ) 64m2 M, 87TM%/ 147T/ 147?/ f3 [|M(+’+)| + M+, =)

HM(=, )P+ M=, =) (6.46)

Os angulos dos vectores @, (t;) sdo facilmente definidos no referencial em que o
fermido com momento ¢; (¢2), respectivamente, estdao em repouso. Para fazer o
problema numericamente é necesséario fazer uma transformacao de Lorentz para o
referencial em que o Z estd em repouso e onde se definem os angulos dos vectores 7;.
Na Fig. estd feita a comparacao entre o resultado analitico exacto da Eq. (6.31])
com um célculo numérico usando o método integracao de Monte Carlo (Vegas) [22].
O acordo é excelente.

I' (MeV)
80

60

40

20

|
0 10 20 30 40 50
my (GGV)

Figura 6.5: Largura Z — ff em funcio da massa do fermido f. A curva a cheio
representa o calculo exacto da Eq. (6.31]) e os pontos o célculo numérico usando as
amplitudes de helicidade para fermides com massa.

6.3 Colisao e ¢" — " no modelo padrao

Voltemos agora ao processo e~ e™ — u~ut jé considerado no Capitulo Bl no ambito
de QED. Do que ja vimos neste capitulo resulta que o resultado obtido em QED
¢ uma aproximacao pois em ordem mais baixa contribuem os dois diagramas da
Figura e na secgao apenas considerdmos o primeiro diagrama com troca do
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D1 q1 P1 q1

D2 qs b2 (o))

Figura 6.6: Diagramas para e e — p~ ™ no modelo padrao.

fotao. Vamos aqui calcular o processo correctamente e descobrir se e onde QED é
uma aproximacao razoavel. No que se segue vamos desprezar a massa do e~ mas
nadd a do 4=, e vamos incluir a largura I'; no propagador do Z° para podermos
considerar a regiao /s ~ M. Nestas condigoes a amplitude do processo é

—igh”

i M= (ie)?

T(p2)yu(pr) w(qr)vwv(g2)

. kuky
-1 g/u/_ M%

S —M%—FZMZrZ

+ ( 4 )zﬁ(pz)v“ (9% — gavs) u(pr)

m v f _ _f
cos Oy, u(qi)y (gv QA%) v(q2)

(6.47)

Antes de prosseguirmos notemos em primeiro lugar uma simplificacao devido a
considerarmos m, = 0. Nestas condigoes o termo em k,k,/M2% no propagador do
Z° nao contribui. De facto esse termo é proporcional a

0(p2)7" (97 — gavs) ulpr)ky = 0(p2) (P + P2) (97 — gs) u(pr)
= U(p2) (9v + 9a7s) pru(p1)
+0(p2)p2 (9v — 9ys) ulp1)
=0 (6.48)

onde se usou a equagao de Dirac no limite m, = 0, isto é pyu(p1) = 0 e T(pa)p2 = 0.
Podemos portanto, sem perda de generalidade, omitir aquele termo logo desde o
inicio. Obtemos assim para a amplitude

62

M = < 0(p2)y"u(p1) u(q1)vuv(q2)

9Nos célculos vamos considerar o processo e~e*—fF valido para qualquer fermido f, com ex-
cepcgao do eletrao.
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+F (s)0(p2)7* (g5 — 957s)u(pr) W) valgt — ghvs)v(a) | (6.49)

onde

1 S

F(s) = sin? Oy cos2 Oy, s — M2 +iMyly

(6.50)

Entao

(M) = 5 3 Imp

spins
4

= 5 { Tl B T + )l — mp))

HF(s)PTr [Py (97 — 9470017 (9% — 95475)]
Te (¢ + mp)va(gl — g475) (2 — mp) V89l — ghs)]
+2Re | F(s)Te [f7"(g5 — 9i75)p17"]
T (s + (gt — ) (s — )] }
= 46_:2 {A +|F(s)|*B + 2Re [F(s)c}} (6.51)

onde a ultima linha define as quantidades A, B e C'. Usando o teoremas sobre os
tragos das matrizes vy obtemos (ver Problema [6.7)),

A = 3201 @1 p2- @2+ P12 P2 @+ M prpa)
= 45% [1+ cos® 0+ (1 — 5%) sin® 4] (6.52)

B = 32{952(932 +99°) (1@ P2 q2 D1 g2 p2- @+ MG Py pa)
+ 9,];2(9\6/2 + 922)(]?1 "1 P2 Q2 tDP1Lq2 P2 G — mfc p1-D2)
— 49%a% 0% o (p; - o — Dy - :
949v a9y (P1-q1 P2+ G2 —P1- G2 P2+ Q1)
= 482{9{/2(962 +¢5°)[1 + cos® 0 + (1 — B%) sin® 4]

+ gh2(g57 + 95782 (1 + cos0) + 8gSgi ghol Beos}  (6.53)
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¢ = 32[9695(1?1 QP22+ PL G2 P2 @+ MG P D)
+ 99k P e+ P g e Ch)]
= 452{9‘6/9{, [1+ cos® 0 + (1 — 5°) sin® 0]
+ 295", cos 9} (6.54)
onde se usaram as mesmas convencgoes cinematicas da seccao EA9. Usando agora

as expressoes nas Eqs. ([6.51]) a (6.54) na secgao eficaz diferencial dada na Eq. (5.40)
obtemos

;Z_g = Z—z B{Q? [1+ cos®6 + (1 — B%) sin® 4]
—2Q X4 (s) [gxc}g{; [1 + cos? 0 + (1 — B?) sin® 6’} + 29291{;5 cos 9}
+Xs(5) [g{?(g“’}z +¢5°)[1 + cos® 0 + (1 — 5%) sin® 4]
+ g4 (95 + 953°) B2 (1 + cos” 0) + 85197 g 91,3 cos 9} }(6-55)
onde

1 s(s — M32)
sin? Oy cos? Oy (s — M2)2 + T2 M2

1 52
X = |F(s)]* =
2(5) [F(s) sin® Oy cos Oy (s — M2)2 + T2 M2

Xi(s) = Re(F(s))=

(6.56)

Para se obter a secgao eficaz total é necessério integrar no angulo sélido 2. Obtemos

2ra’?

3s

g —_=

83— 5 + 2 ()9 013 - 87)
+Xa(s) [01 2 (957 + 957) (3 = B%) + 294° (95 + 95°) 7] } (6.57)
enquanto que em QED pura obtivemos a Eq. (5.40),

2w’

OQED = 5 83— 5% (6.58)

OTsto ¢, s é a energia total no centro de massa, 6 é o angulo de difusdo do p~ em relacdo ao e~

e f=4/1—4m?/s é a velocidade do fermido f no referencial do centro de massa.
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Como dissemos anteriormente as expressoes nas Egs. (6.55) e (6.57) estao escritas
numa forma que dé para qualquer fermiao f (excepto o e). Para o pu~ temos

Q = -1
1
P 2
gy = 1
1
gl = —Z—ksinzﬁw (6.59)

Na Figural6.7l comparamos o resultado da Eq. (6.56]) com o aproximado na Eq. (6.58))
(s6 em QED). Vemos que para /s < My a aproximacao é boa mas que a partir de
Vs = 40 GeV comega a haver grandes diferengas.

:a‘ 104 E T T T T =
© - =
- ™ ]
10°F E
10°E E
10'F =
0 1 | 1 | 1 | 1
107, 50 100 150 200
E

Figura 6.7: Comparacao das secgoes eficazes do processo no modelo padrao e em
QED.

6.4 Decaimento do u~

Finalmente vamos completar os exemplos simples deste capitulo com o calculo do
tempo de vida média do muao. Historicamente este processo foi muito importante
para a aceitacao duma teoria efectiva e incompleta das interacgoes fracas a baixas
energias, a chamada teoria de Fermi. Hoje o processo é compreendido no quadro do
modelo padrao das interaccgoes electrofracas através do diagrama da Figura [6.8] o
que mostra que o bosao W é o responsavel pela desintegracao. De facto este bosao
foi postulado, mesmo ainda antes de haver uma teoria consistente e, claro, antes de
ser descoberto.
A amplitude correspondente ao diagrama da Figura escreve-se
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Vu
q1
' e
k P
q2 Te

Figura 6.8: Diagrama para o decaimento do muao no modelo padrao.

_ QuQv
2
Guv M2,

- quqv
iM= (Y 2ﬂ(ql)v” 1208 ) — <gw_ Mé) )y (2222 (g)
\/5 2 q2—M§V+iMWFW 2
2

(6.60)

onde ¢ = k — q;. Conhecida a amplitude, a largura do decaimento obtém-se pelas
regras usuais, isto é

2

I = / 1 (IM*) 2m)*6*(k —p— @1 — @) &'p H ", (6.61)
2my, (2m)32p0 L2 (2m)32¢]

onde usamos as convencoes cinematicas da Figural6.8. Embora simples em principio,
este calculo resulta algo trabalhoso devido a presenca de trés particulas no estado
final. H4 contudo uma aproximagao que se pode fazer e que ira simplificar bastante
os calculos. Esta aproximacao resulta da observacio que ¢* < ¢2,, = mi < M,
Assim desprezamos os termos g,q, /M7, no numerador e o ¢> no denominador da
Eq. (6.60). Esta aproximacao corresponde de facto a antiga teoria efectiva de Fermi
e equivale a colapsar o propagador num ponto

[

guu'_ Aﬁ% guy
— 5 — .62
RIS VPR V) (6.62)

Nesta aproximacao a amplitude escreve-se
2

g _ _

M = ——— u(q)¥" (1 = 75) u(k)u(p)y, (L — 75) v(g2) (6.63)
8 M,

e a média sobre os spins do quadrado da amplitude sera entao dada por
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IMP) = 5 3T ImP

- 12897‘% Tr [y (1 — vs) (§ -+ m)7" (1 = 75)]
To (P + me)vu(1 = 75) 2 (1 — 75)]
— 2 (A‘Z—é) kg p-a (6.64)

Obtemos entao para a largura

9 *q d3(12
I'= _ .
(Mw) 5m / / 2q2 ‘k—p—q—q@) k-@p-q (6.65)

Para prosseguirmos é melhor notar que o segundo integral é invariante de Lorentz
e pode portanto ser calculado no referencial mais conveniente. Este é o referencial
do centro de massa dos dois neutrinos que nao sao detectados no decaimento. Se
definirmos

d3Q1 d3(12
2¢) 249

as consideracoes anteriores sobre a invariancia de Lorentz mostram que devemos ter

lop = A = 1 — @) qrats (6.66)

]Ocﬁ = Agag + BAOCAB (667)

onde A e B sao funcoes somente do invariante A2?. Para determinar estes invariantes
notemos que

9*°1.5 = 4A + BA? (6.68)

A“APL,5 = AA? + BA* (6.69)

Agora os integrais das Eqs. (6.68) e (6.69) sao facilmente calculdveis se notarmos
2 _ 2 _
que (¢ = g5 = 0)

1
9 qates = @1 @2 = §A2 (6.70)

1
AaAﬁQszﬁ = (Q1 : A)(Qz : A) = (Ch : Q2)2 = 1A4 (6-71)
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Entao

1
gaﬁ[aﬁ — §A2[

1
AAPT 5 = ZA‘*I
onde tudo o que resta calcular é o integral escalar, I, dado por

Bq &
“n _q02 5HA
2¢7 295

d3q
- [ S - -

2612

—q1 —CI2)

No referencial do centro de massa do par 7, v, temos

e portanto

dg}dQ(A° — ¢ — ¢9)

SV
®)

——

N 0ol = x| =

Usando agora as Egs. (6.65), (6.69) e (6.74) obtemos

1
AT — 444 BA?
27 2

1 ,m
“A'= = AAN? + BA?
4 2 +
o que da
T
A=_—NA?
24
o
12

ou seja

(6.72)

(6.73)

(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)

(6.78)
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[aﬁ gagA +2A Aﬁ) (679)

24 (
Usando este resultado e notando que no nosso caso A = k — p, obtemod!}

_ g dspﬂ' 9 9 5 .
bo <MW> 5m /2p024 [3k - p(mj, +m?) — 4(k - p)* — 2mim?]

m +m

4
1 Zmu
— (MLW> oy / dE./E? —m2 [3E.(m} +m}) — 4E>m,, — 2m,,m}]

4 5
9 my, 1 2 2 4 6 3 4
= 1 1 "+ ' Inz .
< ) Ry [16( z7)( 7" =T x’) 5 (6.80)

onde r = <. F usual escrever esta expressao em termos da constante de Fermi
n

G g°
w
Entao
G 2 4 6 4
= o3, [(1 — 2*)(1 — 72* — 72" + 2°%) — 242" In z] (6.82)

Usando agora m, = 105.7 MeV, m. = 0.51 MeV, Gr = 1.166 x 107 MeV >
obtemos

[ =2.95x 107" MeV = 4.48 x 10° s™* (6.83)

e portanto

1
T=5 =22 107%s (6.84)

Isto completa o nosso estudo do tempo de vida média do p e este capitulo sobre o
modelo padrao das interaccoes electrofracas.

1Ver Problema para a determinagao dos limites da integracao em FE..
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Software

Code 6.1 Spinor Products for Z — ff

(koK ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok oK KoK K K oK SpinorProductsZfF.m stk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk ko )
(* Program to Calculate the Helicity Amplitudes Z-> f fbar decay,
Eq. (6.39) of ITC 2020

Last Version: 04/05/2020

Author: Jorge C. Romao

email: jorge.romao@tecnico.ulisboa.pt
*)
Remove ["Global ‘*"]

(* Definitions *)
dp[s_1:= (1 + s DiracMatrix[5])/2

Ulp_,s_]:= dpls] . Spinor[p,0]
UBar[p_,s_]:= SpinorUBar[p,0] . dpl[-s]

UBarGammaUGammaU=Function[{pl,p2,si,i},If[i==1, 2 U[p2,si],
If[i==2, 2 Ulp1l,-silll]l;

UBarGammaUGammaUBar=Function[{pl,p2,si,i},If[i==1, UBar[pl,si],
If[i==2, UBar[p2,-silll]1;

(* Amplitudes *)
gvga= gm dp[-1] + gp dpl[1]

Mi[s1_,s2_]:= -gZ Sum[(UBar([ql,s1] . UBarGammaUGammaU[rl,r2,-1,i1]
UBarGammaUGammaUBar [r1,r2,-1,i1] . gvga . U[q2,s2]),{i1,1,2}]

resl[sl_,s2_]:=DiracSimplify[M1[s1,s2],DiracSubstitute67->True]
vlist={ql,q2,r1,r2}
simpl=Table[Spinor[vlist[[i]],0] . Spinor[vlist[[j]1],0] ->

MySP[vlist[[i]],v1list[[j]]] + MySPclvlist[[j]1],vlist[[i]]],
{i,1,4},{j,1,4}] /. {MySP[p_, p_1 -> 0, MySPcl[q_, q_1 -> 0}
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simp2=Table[Spinor[vlist[[i]],0] . DiracMatrix[5] . Spinor([vlist[[j]],0]
-> -MySP[vlist[[i]],v1list[[j]1]] + MySPclvlist[[jl],vlist[[i]]],{i,1,4},
{j,1,4}] /. {MySP[p_, p_] -> 0, MySPclq_, q_1 -> 0}

simp=Flatten[{simpl,simp2}];

M[s1_,s2_]:=Expand[(resi[s1,s2] /. simp)
/. {MySP[a_,b_]-> spla,b] ,MySPc[a_,b_]-> spcla,bl}]

(st ok sk ok sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok 3ok 3k ok 3k oK End SpinorProductsZfF.m sk ok ook sk ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk ok )

Code 6.2 Spinor Products for Z — ff with mass

(eoksoksoksokkkkkkrkrkxkx  SpinorProductsZfFMass.m skkskkskoksokkokkokkokkokkokokkok )
(* Program to Calculate the Helicity Amplitudes Z-> f fbar decay
with massive fermions, Eq. (6.45) of ITC

Compatible with FeynCalc 9.3
Last Version: 04/05/2020

Author: Jorge C. Romao

email: jorge.romao@tecnico.ulisboa.pt
*)
Remove ["Global ‘*"]

(* Definitions *)
dpls_]:= (1 + s DiracMatrix[5])/2

Ulp_,s_]:= dpls] . Spinor[p,0]
UBar[p_,s_]:= SpinorUBar[p,0] . dpl[-s]

UBarGammaUGammaU=Function[{pl,p2,si,i},If [i==1, 2 U[p2,si],If[i==2,
2 Ulpl,-sil111;

UBarGammaUGammaUBar=Function[{pl,p2,si,i},If [i==1,UBar[pl,si],If[i==2,
UBar [p2,-sil]1];

gvga= gm dp[-1] + gp dpl[1]
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(* Fermions with masss *)

Um[pi_,p2_,m_,s_]:=(If[s==1,MySP[p1,p2],MySPc[p2,p1]]/m Ulpl,s] +
U[p2,-s])
Vm[pl_,p2_,m_,s_]:=(If[s==1,MySP[p1,p2],MySPc[p2,p1]]/m Ulpl,s] -
U[p2,-s])

UmBar [pl_,p2_,m_,s_]:=(If[s==1,MySPc[pl,p2],MySP[p2,p1]]/m UBar[p1,s]
+ UBar[p2,-s])

VmBar [p1_,p2_,m_,s_] :=(If [s==1,MySPc[p1,p2],MySP[p2,p1]]/m UBar[p1,s]
- UBar[p2,-s])

(* Amplitudes *)

M1[s1_,s2_]:=-gZ Sum[(UmBar[wl,w2,m,s1] . UBarGammaUGammaU[ril,r2,-1,i1]
UBarGammaUGammaUBar [r1,r2,-1,i1] . gvga . Vm[t1,t2,m,s2]),{i1,1,2}];

Mic[s1_,s2_]:=-gZ Sum[(VmBar[t1,t2,m,s2] . UBarGammaUGammaU[rl,r2,-1,i1]
UBarGammaUGammaUBar [r1,r2,-1,i1] . gvga . Um[wl,w2,m,s1]),{il1,1,2}];

res[sl_,s2_]:=DiracSimplify[M1[s1,s2],DiracSubstitute67-> Truel;
resc[sl_,s2_]:=DiracSimplify[Mic[s1,s2],DiracSubstitute67->True];

vlist={wl,w2,t1,t2,rl,r2}

simpl=Table[Spinor[vlist[[i]],0] . Spinor[vlist[[j]],0] —>
MySP[vlist[[i]],v1list[[j]]] + MySPclvlist[[j]],vlist[[i]1]1],{i,1,6},
{j,1,6}] /. {MySP[p_, p_] -> 0, MySPc[q_, q_] -> 0}

simp2=Table [Spinor [vlist[[i]],0] . DiracMatrix[5] . Spinor([vlist[[j]],0]->
-MySP[vlist[[i]],v1list[[j]]] + MySPclvlist[[j]1],vlist[[i]]],{i,1,6},
{j,1,6}] /. {MySP[p_, p_] -> 0, MySPc[q_, q_] -> 0}

simp=Flatten[{simp1l,simp2}];

Maux[s1_,s2_]:=Expand[res[s1,s2] /. simp]
Mauxc[s1_,s2_] :=Expand[resc[s1,s2] /. simp]

M[s1_,s2_]:= Expand[Maux[s1,s2] /. {MySP[p_, q_1 -> splp, ql,
MySPclp_, q_1 -> spclp, ql}]

Mc[s1_,s2_]:=Expand[Mauxc[s1,s2] /.{MySP[p_, q_1 -> splp, qal,
MySPclp_, q9_1 -> spclp, ql} 1

(* Change to True to write OutputFortran *)
If[False,

ANS=Expand [M[1,1]*Mc[1,1]+M[-1,1]*Mc[-1,1]+M[1,-1]*Mc[1,-1]+
M[-1,-1]*Mc[-1,-1]];
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simp4={splp_,q_] spclp_,q_1->2 dot[p,ql};
ANS=ANS /. simp4;

simpb={dot [t1,t2]->m"2/2,dot [t2,t1]->m"2/2,dot [wl,w2]->m"2/2,
dot [w2,wl]->m"2/2};

ANS=ANS /. simp5 ;
ANS=ANS /. simp4 ;
ANS=ANS /. simp4 ;
ANS=ANS /. simp4 ;
ANS=ANS /. simp5 ;

SetOptions [$0utput,PageWidth->65] ;
mpp=M[1,1];

mpm=M[1,-17;

mmp=M[-1,1];

mmm=M[-1,-1];

stmp=0penWrite["ZfF.f" ,FormatType -> FortranForm];
Write[stmp, "MPP=",mpp];

Write[stmp, "MPM=",mpm] ;

Write[stmp, "MMP=",mmp] ;

Write[stmp, "MMM=",mmm] ;

Close[stmp];

]

(aokarok ok kok ok kb kbR ok ok kokkkokokkokk End Program — kokkskskoskkokokskokskokkokkok ok ok kokokkokkok )
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Problemas

6.1 Considere os dois decaimentos do Z°
AR (6.85)
7% s evet . (6.86)
Mostre que

I(Z° = vo) 5

['(Z0 —ee (6:57)

6.2 Demonstre a Eq. (6.20)

Iy = Tr [(ﬂl +my )Y, (95 - EL{WS) (42 —ms)n <95 - gfmﬂ

= 4 [(g\{? + 9512) (QI,uCDu + Q192 — Guv 91 - Q2> — Guv m?” (g\];2 - g£2>

—QiGQBMVQ1aQ2B g\f/g{;:| (688)

6.3 Desprezando as massas de todos os fermioes mostre que

(20 = e e*)
I'z

BR(Z° = e et) = ~ 3.4% (6.89)

onde I'y = T'(Z° — tudo).

6.4 Considere o processo ete™ — 1,V,.
a) Quais os diagramas que contribuem para esse processo em ordem mais baixa?
b) Escreva a amplitude correspondente ao diagrama dominante para /s ~ M,.
¢) Mostre que para /s ~ My temos

olete” = v 7,)
olete™ — ete)

~ 2 (6.90)
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6.5 Considere o decaimento W~ — e~ 7,.

a) Calcule a velocidade do eletrao no referencial em que o W esta em repouso.
b) Escreva a expressao para a amplitude do processo.
c) Desprezando a massa do eletrao calcule a largura do decaimento. Compare
com o resultado experimental I'(W~ — e~ 7.) = 229 MeV.
6.6 Calcule o branching ratio BR(W~ — e~ v) definido por

W™ —=ev)
(W= — tudo)

BR(W™ — e v)

(6.91)

onde I'(W~ — tudo) = 'y = 2.0 GeV.
6.7 Verifique as Eqs. (652), (6.53), ([6.54).

6.8 Mostre que no decaimento do muao, as energias do eletrao no referncial em que
0 muao esta em repouso estao no intervalo

2 2
my, + mg

E, € [m., ] (6.92)

2my,

6.9 Este problema destina-se a verificar a invariancia de gauge da corrente electro-
magnética, valida mesmo no quadro do modelo padrao. Para os processos seguintes:

et+e v, +7,+7 ZY — e"ety put+puT = v+ U+
vpt+e —uv,+e +7y e et > ut+pu +y e +et > v +v.+y
W~ —e +TU.+7 vyte = pu +r.+y t—=b+W*+~y

a) Escreva os diagramas que contribuem para o processo em ordem mais baixa.
Nao esquecer que o niimero lepténico é conservado no modelo padrao.

b) Escreva a expressao para a amplitude do processo e verifique a sua invariancia
de gauge, isto é, se

M = eH(k)V,

entao

KV, =0

onde k* é o momento do fotao.
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6.10 Embora o mesao 7 (pido) seja uma particula composta (de quarks) para muitos
efeitos é uma boa aproximacao trata-lo como particula pontual com uma interaccao
efectiva. Assim o vértice responsdvel pelo processo 77 — et + v, é

Ve

+ q1
_____ Gr

—Vu ﬂ_l‘l_
p " 7 a f=" (1 =5) Py

et

a) Escreva a amplitude invariante para o processo.

b) Escreva uma expressao para a razao R dada por

Tt —=efre)

CI(rt = ptyy,)

(6.93)

em funcao de m., m, e m,. Compare o valor que obtiver com o valor experi-
mental, Re, = 1.23 x 1074

c¢) Sabendo que o tempo de vida médiado 7 é 7, = 2.6x107% se que V,q = 0.974,
determine f;.

d) O resultado da alinea b) pode parecer estranho pois a largura de decaimento
no canal do eletrao é muito menor do que no canal do muao embora a energia
disponivel (espago de fase) seja muito maior. Mostre que R = 0 no limite em
que m, = 0. Explique este resultado.

6.11 Considere o processo 7~ — 7~ + v,. O vértice é dado por

Vr

T p G
4>—/ i ~EVd fr g" Yl = 5)

k \\ q \/5

a) Escreva a amplitude invariante para o processo.

b) Calcule a largura de decaimento I'(7~ — 7~ 4 v,). Considere nula a massa do
v, mas nao a das outras particulas.

c¢) Sabendo que o tempo de vida média do 7 é 7. = 2.9 x 107135 calcule a
fraccao de decaimento (Branching Ratio) daquele canal. Tome f, = 131 MeV
e Vg = 0.974. Nota: A definicao da constante de decaimento do piao, f,
difere na literatura por factores de v/2. A nossa definicao estd de acordo com
Griffiths [56] e corresponde a definigdo dada na figura.
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6.12 O decaimento principal do 7° é em dois fotdes com um Branching Ratio de

BR(m — vv) = 98.8%. Este processo tem lugar a um loop j& que sendo o 7° uma

particula neutra nao tem acoplamento directo com o fotdao. Pode-se parametrizar
este acoplamento através dum Lagrangeano efectivo

L = gro WOEO‘”B”FWFB,,
que da lugar ao acoplamento efectivo
1
""" —8i gro Eauﬁy%a%ﬁ
q2 v
a) Escreva a amplitude invariante para o processo.

b) Mostre que a largura se escreve

c¢) Sabendo que o tempo de vida média do 7 é, 7,0 = 8.4 x 10717 s, determine a
constante g o.

6.13 Considere o decaimento do muao, pu~ — e~ + V. + v,. Calcule sem apro-
ximagoes a largura de decaimento e compare com o resultado obtido na seccao [6.41

6.14 Quando se desprezam as massas dos leptoes e se considera que a energia no
CM, /s, é muito inferior as massas do bosoes W e Z, as secgoes eficazes para os
processos da tabela seguinte

Processo Y
vyte = u +r, 1
_ _ _ = 1
Vete — U +v, 3

32
vutem svter | (007 +08%) (977 + 95%) + 2009497 94]

v,te =v,te

po et = v, + 7.

Ve +€ — Vet €
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podem-se escrever na forma

Ai

G s
—CF

g; =

Mostre que isto é verdade, verificando os valores dados na tabela e preenchendo
as entradas que faltam.

Mostre que

o(vy+e —uv,+e) 3L+ R
oW, +e” =V, +e) L2+ 3R?

onde,
Le=gv+9%  Re=gyv —ga

Defina R(z) = o(v,e” — vue”)/o(@, + e — U, + e ) onde x = sin’® .
Verifique que R(0.25) = 1.

Considere o processo v, + e~ — v, + e~ no modelo padrao. Mostre que se
obtém o grafico da Fig. [6.9.

10° T T

0 50 100 150 200
Ecu (GeV)

Figura 6.9: Comparagao do resultado aproximado para baixa energia (curva a azul)
com o resultado exacto (curva a vermelho) para o processo v, +e~ — v, + €.
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6.15 Considere o processo v, + e~ — u~ + v, no quadro do modelo padrao das

interacgoes electrofracas mas admita que o acoplamento do W com os leptoes é
modificado para

1-— 1—

Zi,}/u( 75) —>Zi’}/u( 675)

V2 2 V2 2

a) Escreva a amplitude invariante para o processo.

b) Considere que todas as energias sao muito inferiores a massa do W. Escreva
a expressao para a amplitude nessa aproximagcao.

c¢) Calcule a secgao eficaz diferencial do/d2 no referencial do centro de massa
(CM), no limite em que se desprezam todas as massas dos fermioes (mas sendo
ainda vélida a aproximagao da alinea anterior). Os angulos em df2 sdo os que
faz no CM a direccao do p~ com a direccao do v, incidente.

d) Calcule a seccao eficaz total 0 no CM. Com que precisdao tinha que medir o

para ter um erro de 10% na determinacao de €?

6.16 Considere uma teoria mais geral que o modelo padrao das interagoes electro-
fracas onde existem n fermides f; e as suas antiparticulas f;" onde i = 1,2,...n. A
interacao mais geral com o Z é dada por

fi

tg
m ’}/“ (OLPL -+ ORPR)

i

a) Escreva a amplitude para o processo Z — f; fj+.

b) Mostre que a expressao para a largura é

M, ¢ \/[1 — (m; + xj)Z] [1 — (i — xj)z}

~ 247 cos? Ow

1 1
X {(O% + O%) {1 — 5(:)322 + :E?) — 5(:)322 — xf)z] + 6OLORa:ia:j}

onde x; = m; /M.

¢) Mostre que no caso de f;” = f; = e (eletrdo) a expressdo anterior se reduz ao
resultado conhecido.
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6.17 Considere o processo ete™ — ff (com f # e7).

a) Calcule a secgao eficaz diferencial do/dSQ.

b) Calcule a assimetria frente-trds App definida por

O — 0B
A pu—
BB OF +0pB
onde . .
d d
op = 27?/0 d(cos@)% op = 27r/_1 d(cos@)%

¢) Faga um grafico de App em funcao de /s entre 70 e 110 GeV, para o leptao
1 e para quarks do tipo u ou d.

d) Procure na literatura valores experimentais para a assimetria e compare com
os valores obtidos. Comente os resultados.

6.18 Considere o processo e"et — ZH

a) Calcular a secgdo eficaz em fungao da massa do bosdo de Higgs H para uma
energia no centro de massa /s = 500 GeV. Faca um gréfico de o(e"et — ZH)
em funcao de My.

b) Considere agora o processo e~e* — H/{;(;. Mostre que

3
> o(eme" = Hily) ~ o(e"e” — HZ) x BR(Z — leptdes) (6.94)

i
Para perceber este resultado faga um gréfico de

do(e~et — HUl;)
dEy

(6.95)

em funcao de Ey.

6.19 Considere o processo e~ et — Z02°.

a) Escreva a amplitude para o processo.
b) Calcule a seccao eficaz diferencial para o processo.

c¢) Calcule a secgao eficaz total.
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d) Faga um grafico da secgao eficaz total em func¢ao da energia no centro de massa
/s, para valores entre o limiar de produgao e 250 GeV.

6.20 Considere o processo e~ +et — v, + 7, + H.

a) Mostre que a seccdo eficaz diferencial para o processo se pode escrever na
forma
do Gy Mpy
dEgdcos /2735

onde /s é a energia no referencial do centro de massa e Fy, py = \/E% — M%
e 6 sao, respectivamente, a energia, o momento linear e o angulo polar do higgs
nesse referencial. Na expressao anterior Xz, Xy e X sao, respectivamente,
as contribuicoes dos diagramas com o Z, com o W e a sua interferéncia. De-
termine Xz, Xy e Xj.

(Xz+ Xw + X))

b) Faga um grafico da seccao eficaz o(e” et — v,V H) em fun¢ao da massa do H,
My, para /s = 192 GeV, e para My entre 70 GeV e 120 GeV. Compare no
mesmo grafico a contribui¢ao do Z, do W e da sua interferéncia. Comente os
resultados. Despreze as massas de todos os leptoes e a largura do W e Z onde
for possivel.

6.21 Considere o processo Z — H + J numa teoria que no sector leptonico é o
modelo padrao das interacoes electrofacas mas que para além do Higgs normal H
tem um campo pseudo-escalar J, sem massa e com o acoplamento

,J
Z ,"7p1 g
NANNX ( — )“
. 5 9 P1— P2
\\\pQ COS Uy
\\H

a) Escreva a amplitude para o processo.
b) Calcule a largura de decaimento em funcao das massas My e My.

¢) Mostre que no limite My < My a contribui¢ao deste processo para a largura
do Z é equivalente a 1/2 duma familia de neutrinos.

6.22 Considere o processo e"et — W-WT.

a) Quais os diagramas que contribuem para o processo?
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b) Escreva a expressao para a amplitude.
c) Calcule a secgao eficaz de difusao no referencial do centro de massa.
d) Mostre que o comportamento da seccao eficaz é determinado por cancelamen-
tos de gauge. Para isso mostre que
i Ta’s
im o,_ =—
sSM2, exchange = g6 gin Ow M,
enquanto que
" ma? 1 1 s
im oy = ———— — In| ——
sz T 25int 0y s mé,
Faga um grafico destas duas seccoes eficazes em fungao de +/s.
6.23 Considere os processo H — f + f, H - WtW~, e H — Z°Z° no quadro do

modelo padrao das interacgoes electrofracas, onde H é um campo escalar (spin 0)
neutro designado por bosao de Higgs, f é qualquer fermiao com massa do modelo,
W e Z° sao os campos de vectoriais (spin 1) com massa do modelo, que juntamente
com o fotao v sao os responsaveis pelas interaccgoes electrofracas.

Escreva as amplitudes para os 3 processos.

Calcule as larguras parciais T'(H — ff), I(H — W*W~) e I'(H — Z°Z°)
em funcgao das massas My, my My e M.

Considere que My = 170 GeV. Calcule a razao de declinio (Branching Ratio)
para o canal H — bb definida por

['(H — bb)

BR(H — bb) = I'(H — tudo)

Compare o resultado obtido na alinea anterior com o que se obteria se My =
100 GeV ou My = 250 GeV.

Considere o processo v, +d — e~ +u no quadro das interacgoes electrofracas.

Desenhe o(s) diagrama(s) que contribuem para o processo em ordem mais
baixa.

Escreva a amplitude para o processo.
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c¢) Calcule no referencial do centro de massa a seccao eficaz diferencial, do/dS2,
no limite em que se pode desprezar a massa de todas as particulas no estado
inicial e final. € corresponde ao angulo sélido do eletrao em relacao a direccao
do v..

d) Calcule a secgao eficaz total, o(s), e mostre que

: s \°
lim o(s) = o9 (—2>
V5> Myy ma,

Determine as constantes oy e «.

6.25 Considere o processo
ve+et — St 4+ 5°

numa teoria onde existem os seguintes vértices,

£+ et

onde ST, S° sdo escalares (spin 0), e f* é um fermido (spin 1/2) com massa my. v,
e et sdo, respectivamente, o neutrino do eletrao e o positrao.

a) Desenhe o(s) diagrama(s) que contribuem para o processo em ordem mais
baixa.

b) Escreva a amplitude para o processo.

c¢) Calcule no referencial do centro de massa a seccao eficaz diferencial, do/dS2,
no limite em que se pode desprezar a massa de todas as particulas no estado
inicial e final. 2 corresponde ao angulo sélido do S* em relacao a direccao do
Ve.

d) Calcule o termo dominante da secgao eficaz total, o(s), quando /s > my.
Cresce ou decresce com 4/s?
Sugestao: use os seguintes resultados,
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1 x? 1 7
d ———m8M8M — = — | —
/_1 x(1+2€_x)2 2€+<n5+2)+(’)(5)
onde ¢ <« 1.

6.26 Considere o processo et + ¢~ — ¢ + v no quadro da teoria descrita pelo
seguinte Lagrangeano

1 1 —
L = Lqrp + 58,@ >o — §mi¢2 — By o

onde ¢ é um campo escalar (spin 0) neutro e 1) é o eletrao. Para além dos propaga-
dores e vértices de QED, temos:

a) Desenhe o(s) diagrama(s) que contribuem para o processo em ordem mais
baixa.

b) Escreva a amplitude para o processo.
c) Mostre que a amplitude é invariante de gauge, isto é, se M = (k) M, onde

k é o 4-momento do fotao, entao temos k*M,, = 0.

6.27 Considere o processo ¢ — et + e~ no quadro do modelo do problema [6.26

a) Escreva a amplitude invariante para o processo.

b) Calcule a largura de decaimento I'(¢ — et + e¢7) em fungao dos parametros
do modelo.

¢) Imagine que se mede my = 1.8 GeV e um tempo de vida média 75 = 8.5x 107

s. Qual o valor de 7 Dados: m. = 0.511 MeV

6.28 Considere o seguinte processo de producao do bosao de Higgs num colisionador
linear (neste momento em fase de projecto),

e~ (p) +et(p2) = Z(q) + Z(q2) + H()

a) Calcule a secgao eficaz no referencial do centro de massa em funcao das massas
das particulas e da energia do centro de massa +/s.
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b)

Faca um grafico conjunto da secgao eficaz para trés valores da massa do bosao
de Higgs, My = {90,120,150} para /5 € [MH 4 oM, + 10,2000} GeV. O

valor de My = 90 GeV esta excluido experimentalmente. No entanto para
comparagao, (ver alinea c)) é 1til calculé-lo.

Este processo estd muito bem estudado na literatura. Faca uma busca bi-
bliogréfica para encontrar um exemplo e para um ponto particular (v/s, M)
reproduza o resultado. Entregue uma cépia do gréfico da referéncia que en-
contrar. Compare com os resultados apresentados no grafico da Figura 1.

d) Mostre que as interferéncias com os diagramas que resultam da troca das
particulas idénticas sao cruciais para que a seccao eficaz decresga com a energia,
nao violando o limite da unitariedade. Para isso reproduza o grafico da Figura
2 onde se omitiram os diagramas de interferéncia. Notar a diferenca de escalas.

Notas:

1. Desprezar as massas do eletrao e positrao.

2. Nao esquecer que ha duas particulas idénticas no estado final.

3. A alinea d) mostra que os sinais sdo cruciais para se obter o resultado cor-
recto. Para isso é conveniente fazer os tracos usando o mathematica. Poderd
ser util notar que as amplitudes se podem todas escrever na forma (com I
apropriados):

M =(pa)iu(pr)
4. Nos graficos, apresente as secgoes eficazes em fentobarns (fb).
1 T T T T
= |
© 08 —— My =90 (GeV) _
—— My =120 (GeV)
My =150 (GeV)]|
0.6 —
04
0.2
1 I 1 I 1 I 1

2000
Vs (GeV)

Figura 1 Secgao eficaz o(ete™ — HZZ) com todos os diagramas.
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30 T T T T
S | ]
o 25 My =90 (GeV) -

- ——— My =120 (GeV)-

20 Mp =150 (GeV,

15—

10+

5_

% " sw 1000 1500 2000

Vs (GeV)

Figura 2 Secgao eficaz o(ete” — HZZ) sem os diagramas de interferéncia.

5. Para fazer as integracoes numéricas podera ser util usar, com as adaptagoes
resultantes de aqui termos dois bosdes Z com massa e nao neutrinos sem
massa, os métodos explicados no site [22].

6.29 Considere o decaimento y — ¢ + ¢~ na teoria descrita pelo seguinte Lagran-
geano

1 1
L= 50X "X +0u0" 9"¢™ — §mi Xo—md ¢t +pudto x

onde x é um campo escalar (spin 0) neutro e ¢* é um campo escalar (spin 0)
complexo, a que corresponde uma carga conforme indicado. Esta carga diz respeito
a uma simetria interna e nao é a carga eléctrica, nao havendo portanto interacgao
com os fotoes. A constante p tem a dimensao duma massa. Os propagadores e o
tnico vértice do modelo sao:

p ) R
Z \~ X .
. 5 m2 /).----_ i
P b, o

No vértice as particulas estdo a entrar no vértice. Notar que ¢* a entrar corresponde
a ¢T a sair.

a) Escreva a amplitude invariante para o processo.
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b) Calcule a largura de decaimento I'(y — ¢* 4 ¢~) em fungao dos parametros
do modelo.

c) Qual é o tempo de vida média (em segundos) sabendo que m, = 5 GeV,
m, =1 GeV e =10 GeV.

6.30 Considere o processo ¢~ +x — ¢~ + x no quadro do modelo do problema [6.29]

a) Desenhe o(s) diagrama(s) que contribuem para o processo em ordem mais
baixa.

b) Escreva a amplitude para o processo.

c) Considere que /s > mg, m, e que portanto é uma boa aproximacao fazer
mg = m, = 0. Nestas condigoes calcule a seccao eficaz diferencial do/d) no

referencial do centro de massa em funcao da energia no CM (1/s) e do angulo
de difusao 6.
d) Nas condicoes da alinea c) calcule a seccao eficaz total no CM para 6 > 6™,
Que aconteceria se ™" = (? Seria um problema numa experiéncia real?
Justifique.

6.31 Considere o processo et + e~ — ¢ + ¢ + v no quadro da teoria descrita pelo
seguinte Lagrangeano

1 1 1 1 —

L = Lqrp + §8uxﬁ“x+ 58,@ oty — §mi — §m3¢ »* + g Dy — AN x
onde x e ¢ sdo campo escalares (spin 0) neutros, e ¥ é o eletrao. A constante p tem
a dimensao duma massa e a constante A ndo tem dimensoes (no sistema h = ¢ = 1).
Para além de QED, os propagadores e os novos vértices sao:

\~~¢ e
---.p_____ - l - :>____2<_ Z,LL --->-<- — A\
pr—m s
¢7X ',qb e

a) Desenhe o(s) diagrama(s) que contribuem para o processo em ordem mais
baixa.

b) Escreva a amplitude para o processo.

¢) Mostre que a amplitude é invariante de gauge, isto é, se M = (k) M, onde
k é o 4-momento do fotao, entao temos k*M,, = 0.
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6.32 Considere o decaimento Y — et + e~ no quadro do modelo descrito no
problema [6.31]

a) Escreva a amplitude invariante para o processo.

b) Calcule a largura de decaimento I'(y — e™ + e7) em funcao dos parametros
do modelo.

¢) Imagine que se mede m, = 1.8 GeV e um tempo de vida média 7, = 1.3x 107
s. Qual o valor de A7 Dados: m, = 0.511 MeV

6.33 Considere o processo e~ + x — e~ + x no quadro do modelo descrito no
problema [6.311

a) Desenhe o(s) diagrama(s) que contribuem para o processo em ordem mais
baixa.

b) Escreva a amplitude para o processo.

c) Considere que /s > m,, m, e que portanto ¢ uma boa aproximacao fazer
me = m, = 0. Nestas condicoes calcule a seccio eficaz diferencial do/d€) no
referencial do centro de massa em fungao da energia no CM (/s) e do angulo
de difusao 6.

6.34 Considere o seguinte processo num colisionador linear,

e (p1) + € (p2) = ve(ps) + Te(pa)
Despreze as massas de todas as particulas.

a) Utilize o programa qgraf [24] para verificar que ao nivel arvores ha dois dia-
gramas e que o sinal relativo é negativo.

b) Utilize a técnica dos spinor products para escrever as amplitudes de helicidade
do processo.

¢) Usando as amplitudes de helicidade, calcule a secgao eficaz no referencial do
centro de massa, para /s € [40,300]GeV. Faga o respectivo gréafico com a
seccao eficaz em picobarns.

6.35 Considere o processo e~ + ¢ — e~ + v no quadro da teoria descrita pelo
seguinte Lagrangeano

1 1 1 1 1 —
L = Lqep + 58;@ oo + 58;0( ox — §m?¢ ¢° — §mi X - 5# X — B Yysy ¢

onde ¢ é um campo (pseudo)-escalar (spin 0) neutro, y é um campo escalar (spin
0) neutro e ¢ é o eletrao. A constante 5 nao tem dimensoes (no sistema h = ¢ = 1)
e a constante u tem dimensoes duma massa. Para além de QED, os propagadores e
0s novos vértices sao:
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e K
1 ‘\
--_.p._--- = — ___g_b_ —1 375 >.--->_<_ -1l
—m? Ry
X z :'gb

a) Desenhe o(s) diagrama(s) que contribuem para o processo em ordem mais
baixa.

b) Escreva a amplitude para o processo.
c) Mostre que a amplitude é invariante de gauge, isto é, se M = (k) M,, onde

k é o 4-momento do fotao, entao temos k#*M, = 0.

6.36 Considere o decaimento ¢ — e™ + ¢~ no mesmo modelo descrito no pro-
blema [6.35]

a) Escreva a amplitude invariante para o processo.

b) Calcule a largura de decaimento I'(¢ — e' + e7) em funcao dos parametros
do modelo.

¢) Imagine que se mede my =5 GeV e um tempo de vida média 7, = 2 x 1072

s. Qual o valor de (37

6.37 Considere o processo e~ + et — ¢ + x no quadro do modelo descrito no
problema [6.35]

a) Desenhe o(s) diagrama(s) que contribuem para o processo em ordem mais
baixa.

b) Escreva a amplitude para o processo.

c) Considere que /s > m.,m, e que portanto ¢ uma boa aproximacao fazer
me. = mg = m, = 0. Nestas condigoes calcule a seccao eficaz diferencial
do /dQ2 no referencial do centro de massa em fungao da energia no CM (v/s) e
do angulo de difusao 6.

6.38 Considere o processo,

Ve(p1) + € (p2)+ — ve(ps) + € (pa)

a) Utilize o programa qgraf [24] para verificar que ao nivel arvores hé dois dia-
gramas e que o sinal relativo é negativo.
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b) Utilize a técnica dos spinor products para escrever as amplitudes de helicidade
do processo. Despreze as massas dos leptoes.

¢) Usando as amplitudes de helicidade, calcule a secgao eficaz no referencial do
centro de massa, para /s € [100,500]GeV. Faca o respectivo grafico com a
seccao eficaz em picobarns.

d) Compare o resultado exacto aqui calculado com a aproximagao do problema
6.14l Para isso faga um grafico em que sobreponha os dois resultados no
dominio de energia relevante.

6.39 Considere o processo H — ¢~ + 7, + WT. Despreze as massas dos leptoes,
mas nao despreze nem a massa nem a largura dos bosoes de gauge nos propagadores
intermédios.

a) Desenhe o(s) diagrama(s) de Feynman para o processo e escreva a correspon-
dente amplitude invariante.

b) Usando o método que preferir, tragos ou amplitudes de helicidade, calcule a
largura de decaimento. Faca um grafico da largura de decaimento em funcao
da massa do Higgs, My, no intervalo My € [100,200] GeV. Compare, no
mesmo grafico, com a largura I'(H — bb).

6.40 Considere o processo e~ + Y — e~ + v no quadro da teoria descrita pelo
seguinte Lagrangeano

1 1 1 1 1 1 —
L = Laup+50u0 0" +50,x 0"X —5mg ¢°—5my X’ =5 ¢°X—5 12 OX° =gV x
onde ¢ e x sdo campos escalares (spin 0) neutros e 1) é o eletrdao. A constante g nao
tem dimensoes (no sistema h = ¢ = 1) e as constantes fiq, j1o tém dimensoes duma

massa. Para além de QED, os propagadores e os novos vértices sao:

a) Desenhe o(s) diagrama(s) que contribuem para o processo em ordem mais
baixa.

b) Escreva a amplitude para o processo.

¢) Mostre que a amplitude é invariante de gauge, isto é, se M = (k) M, onde
k é o 4-momento do fotao, entao temos k*M,, = 0.
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6.41 Considere o processo e~ + et — ¢ + x no modelo descrito no problema [6.40L

a) Desenhe o(s) diagrama(s) que contribuem para o processo em ordem mais
baixa.

b) Escreva a amplitude para o processo.

c) Considere que /s > m.,mg e que portanto ¢ uma boa aproximagao fazer
me. = mg = m, = 0. Nestas condigoes calcule a seccao eficaz diferencial
do /dQ2 no referencial do centro de massa em fungao da energia no CM (y/s) e
do angulo de difusao 6.

d) Sabendo que para /s = 100 GeV se mediu a seccao eficaz, o(e” + et —
¢+ x) = 4 pb, determine, em GeV, o produto das constantes gpus.

6.42 Considere o decaimento do quark top, ¢ — b+ W™ no modelo padrao. Em
todo o problema despreze a massa do quark b.

a) Escreva a amplitude invariante para o processo.
b) Qual a velocidade do bosao W™ no referencial em que o top decai?

c¢) Calcule a expressao da largura de decaimento I'(t — b+ W) em funcao dos
parametros do modelo.

d) Sabendo que o vector de polarizacao longitudinal do bosao W, no referencial

em que ele se move com velocidade 3 é dado por €} = (7, 75 /), mostre que
a fraccao dos decaimentos em que o W™ estd polarizado longitudinalmente é,

2
my

Fp=—>t
ETom2 oM,

6.43 Considere o processo v, + e~ — u~ + v, no quadro do Modelo Padrao das
interacgoes electrofracas.

a) Considere que todas as energias sdo muito inferiores & massa do W. Escreva
a expressao para a amplitude nessa aproximagcao.

b) Calcule a secgao eficaz diferencial do /dS2 no referencial do centro de momento
(CM), no limite em que se desprezam todas as massas dos fermioes (mas sendo
ainda vélida a aproximagao da alinea anterior). Os angulos em df2 sd@o os que
faz no CM a direccao do p~ com a direccao do v, incidente.

c¢) Calcule a seccao eficaz total 0 no CM. Exprima o resultado em picobarn para

Vs =5 GeV.
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6.44 Este problema destina-se a mostrar a importancia do bosao de Higgs para a
consisténcia interna do Modelo Standard. Para isso considere o processo (académico,
claro) no referencial CM,

W (p1) + Wi(p2) = Wi (@) + Wi (g2) (6.96)

onde os momentos estao indicados e o indice L quer dizer que os bosdes W* estao
polarizados longitudinalmente.

a)

Sabendo que no referencial préprio, onde p* = (My,,0,0,0), o vector pola-
rizacao longitudinal se escreve € (p) = (0,0, 0, 1), satisfazendo e (p) - eL(p) =
—leer(p) p=0, mostre que no referencial onde o W se desloca com veloci-
dade 5, esse vector se escreve,

et (p) = (v8,7B)

onde, como habitualmente, 5 =p/E, v 1 =\/1-532e B = 5/5 Verifique
que as relagoes invariantes e (p) - e(p) = —1 e e(p) - p = 0 se mantém.

Para processos de duas particulas para duas particulas pode-se mostrar que
a unitariedade (conservacao de probabilidade) tem como consequéncia que a
amplitude total do processo, no limite de altas energias s > M3, tem que
ser ou constante ou decrescer com a energia. Mostre que isso quer dizer que a
seccao eficaz decresce com a energia.

Calcule agora as amplitudes para o processo da Eq. (6.96]). Escreva as ampli-
tudes na forma

M= M, ,+ M, + Maw + My (6.97)

onde, numa notagao obvia, M?, , ¢ a soma dos diagramas do canal s para o
v e Z° e assim sucessivamente.

Considere agora o limite de altas energias. Para isso defina uma variavel adi-
mensional z = s/(4M%;) e mostre que as vérias amplitudes se podem escrever
na forma (z > 1)

M; = Aix® + Bix + C; + O(1/x)

De acordo com resultado da alinea b) devemos ter
Sa-n Yoo

onde a soma ¢é sobre todos os diagramas. Mostre que isto acontece e que para
>, A; = 0 arazao tem origem somente nos acoplamentos de gauge, mas que
para » . B; = 0 os diagramas do bosao de Higgs, com os acoplamentos ditados
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pelo mecanismo de Higgs, sao fundamentais. Conclui-se assim que o bosao de
Higgs ¢ crucial para a consisténcia do Modelo Standard.

Ajuda: Para verificarem que estao no bom caminho deixo aqui dois valores
intermédios:

s 3 15
iz = —4¢* cos 0, B,ty+Z =g° <—§ + ?cosﬁ)

onde 6 é o angulo de difusao no CM entre o momento ¢; e o momento incidente
1.

6.45 Considere o principal processo de producgao do bosao de Higgs num colisionador
linear (neste momento em fase de projecto),

a)

e et > ZH

Calcule a seccao eficaz no referencial do centro de massa em fungao das massas
do bosoes Z e H e da energia do centro de massa /s. Desprezar as massas dos
eletroes. Pode usar o método que quiser (tragos ou amplitudes de helicidade).

Faca um grafico da seccao eficaz para /s € [M u+ Mg, 1000] GeV e para trés
valores da massa do bosao de Higgs, My = 110,120, 140 GeV.

Este processo esta muito bem estudado na literatura. Faga uma busca bi-
bliogréfica para encontrar um exemplo e para um ponto particular (v/s, Mpy)
reproduza o resultado. Entregue uma copia do grafico da referéncia que en-
contrar.

Considere agora que o bosdao Z° estd polarizado longitudinalmente (ver pro-
blema anterior). Calcule a secgao eficaz neste caso, designada por seccao
eficaz longitudinal oy. Faca um grafico, para My = 120 GeV e para /s €

[MH + My, 1000| GeV, da razio

oL
UL+0'T

Discuta o resultado no caso em que /s > My, My. Notar que nao precisa de
calcular a seccao eficaz para polarizagao transversal, o, pois orota = 0, + o1
e Orotal Ol 0 que calculou na alinea a).
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Capitulo 7

Correccoes Radiativas

7.1 Renormalizacao a 1 loop

Vamos considerar a teoria descrita pelo Lagrangeano

1

EQED = ——FHVF“V —

4

Os propagadores livres sao

O vértice é

1
26
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p2—m2+ic

9w
k2 + ge

-

G (F)

+ 7:6(’}/“)0{5

279

= S%aﬁ<p>

Kk

-- >(k:2+z'5)2

—(0- A + (i@ + eA—m)y .

|

Kk,

kok,\ 1
k2 ) k2 +ie

e=lel>0

+¢

k4

|

(7.1)

(7.4)



280 Capitulo 7. Correcgoes Radiativas

Vamos agora considerar as correccoes radiativas a one-loop, para os propagadores
e para o vértice. Para simplificar os calculos vamos trabalhar na gauge de Feynman

(€=1).

7.1.1 Polarizagao do vacuo

Em primeira ordem a contribuicao para o propagador do fotao é dada pelo diagrama
da Figura [[.1] que escrevemos na forma

p+k

Figura 7.1: Polarizacao do vacuo

GW(k) =G, " (k)GY,, (k) (7.5)
onde
L e [ TGt mw (g m)
i = =(+ie) / (2m)* (p? —m? +ie)((p + k)% —m? + ie)

4 9 . 2 L 02
_ _462/(dp 2pupy + puky + Poky — g (p° +p - k — m?)] (7.6)

27)4 (P2 —m2 +ie)((p+ k)2 — m? +ie)

Simples contagem de poténcias de p mostra que este integral, é quadraticamente
divergente. De facto a divergéncia é, como veremos, apenas logaritmica. Sendo o
integral divergente temos que o regularizar primeiro para depois absorvermos essas
divergéncias nos parametros da teoria. Aqui vamos usar o método de regularizacao
dimensional. Se definirmos ¢ = 4 — d, no fim de termos feito o integral devemos
obter um resultado divergente quando ¢ — 0. Obtemos portant

. o 2 € ddp [2p,upu +puku +puku - g,uu(p2 +p k- m2)]
ill, (ke) = —de‘p y . .
(27) (p2 —m? +ie)((p+ k)% — m? +ig)
e N, (p, k
- e [ 2 RGL) . (.7
(2m)d (p2 —m? +ic)((p+ k)2 — m? + ie)
onde
N;w(p7 k) = 2pupz/ +p,uku +puk,u - guu(pz _'_p k- m2) (78>
LOnde p é um parametro com as dimensoes de massa introduzido para assegurar a dimensiona-
lidade correcta da constante de acoplamento em dimenséao d, isto é, [e] = 4;—‘1 = 5. Assim pomos

e — ep?. Para mais detalhes ver o Apéndice D11
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Para calcular este integral usamos primeiro a parametrizacao de Feynman para
reescrever o denominador como um termos tnico. No caso de dois denominadores é

(ver secgao [D.3) 1 ) ]
ab /0 jaz + b(1 — ) (7.9)

e obtemos
N (p, k)
z(p+ k)2 —am? + (1 — z)(p — m2) + ic]’

S S
= —4e*p / da:/ Ny (p; k)

[p? + 2k - px + zk? — m? + i)’

= —de?p / dx / N (p, k) 5 (7.10)

[(p + kx)? + k22(1 — ) — m? + i¢]

i1, (ke) = —4e* u

Para uma dimensao d suficientemente pequena o integral converge e podemos fazer
a mudanca de variavel

p—p—kx (7.11)
Obtemos entao
d
il (k. €) = —de? 1 / dx/ dpd Nuw(p = k. F) (7.12)
[p? — C +ie]?
onde
C=m?—kz(l-ux) (7.13)

N, ¢ um polinémio de segundo grau no momento do loop como se pode ver na
Eq. (Z.8). Contudo como o denominador da Eq. (Z12) sé6 depende de p* podemos
facilmente mostrar as relagoes

2m)? [p2 — C + i)’
d LoV 1 d 2
/dpd P'p .2:—g’”j/ dpd LA (7.14)
@2m) [p2—C +i® d (2m)? [p? — C + ie]
Isto quer dizer que apenas temos de calcular integrais da forma
I / d’p »*)"
o 2m)d [p? — C +ie™

dp [0 Y
B / (27r)d/ PP (7.15)

Para efectuar esta integragao vamos usar o integral no plano da variavel complexa
p° como indicado na Fig. A deformacao do contorno é a chamada rotagao de
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Im pOAL

-

Figura 7.2:

Wick e é permitida devido a localizacao dos poélos com a prescricao de Feynman.
Obtemos

“+oo +00
" — iph : / dp® — i / dp?, (7.16)

oo o0

ep’ = (p°)? —[p® = —(»%)? — |p]*> = —p%, onde pr = (p%, p) é um vector euclidiano,
isto é

py = (%) + P (7.17)

Podemos escrever entdo (para mais detalhes ver a Ref. [60])

o vem [dve PR
Ir,m - Z(_l) /(27T)d [p2E+C]m (718)

onde ja nao precisamos do ie porque o denominador é definido positivoH(C > 0).
Para continuar com o calculo de I, ,, escrevemos,

/ddpE = /d]_) D -1 de—l (719)

onde p = /(p%)? + [p]? é o comprimento do vector pr no espago euclidiano em d
dimensoes e df2;_1 € o angulo sélido que generaliza as coordenadas esféricas nesse
espago. Podemos mostrar que

d

/ Q4 =2 —— (7.20)
I'(3)
O integral em P faz-se usando o resultado (verificar com o Mathematica),
0 p T (21 ose—2m+)p (P _1
/dx S — ) e (gtm-3) (7.21)
0 (x2+C)m 2T (m)

20 caso C' < 0 obtém-se por continuacio analitica.
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Usando agora a Eq. (T.20) e a Eq. (T.21)) com p = d — 1 + 2r obtemos finalmente

pp— (—=1)r—m F(r+%) F(m—r—g)
frm =€ ami 1@  Tm)

Recordemos que a representagao integral de I,.,,, Eq. (T.15]) é sé valida para d <
2(m — r) para assegurar a convergéncia do integral quando p — oco. Contudo, a
formal final da Eq. (T.22) pode ser continuada analiticamente para todos os valores
de d com excepcao daqueles onde a funcao I'(m — r — d/2) tem pdlos, que sao (ver

secgao [D.2)),

(7.22)

m—r—g:Q—L—Z”. (7.23)

Para a aplicagdo a regularizacdo dimensional é conveniente escrever a Eq. (7.22)
depois de fazer a substituicao d = 4 — €. Obtemos

T (4r\E L, D@7 —§) D= —2+45)
= (47)? (C) ¢ r2—¢) T(m)

2

(7.24)

que tem poélos para m —r — 2 < 0 (ver secgao [D.2]).
Voltamos agora ao célculo de II,,,. Primeiro notemos que depois duma mudanca
de varidveis na Eq. (Z.I1]) obtemos (mantendo apenas os termos pares em p),

N/M/(p - kI? k) = 2pup1/ + 21’2]/&”]/»’” - 21']{:#]{:1/ - g;u/ (p2 + x2kf2 - l’k‘2 — m2) (725)
e portanto

N — e/ ddp NHV(p_kka)
. (2m)? [p? — C + ie]?

2
— (8 — 1) G2+ [:L’(l — :L’)kzgu,,— 2¢(1 — x)k,ky, + gu,,m2 wulpo (7.26)

Usando agora a Eq. (7.24)

g i drp\® T(5)
flo2 = 962\ "¢ 9

i C
= o3 (AE —In E) + O(e) (7.27)

onde usdmos a expansao da funcao I' , Eq. (D.14),

2

onde 7 é a constante de Euler e definimos,

FG>:§—7+O@) (7.28)

2
Ac=—-—v+Indr (7.29)
€
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Dum modo semelhante

E i (42 NP T3-% D(-1+%
Hh 1%2(c7 ) Cr@—;) T (2)
i C
= 10 (142825 )+ 0 (7.30)

Devido a existéncia do p6lo em 1/e nas expressoes anteriores, temos que expandir
todas as quantidades até a ordem O(e). Isto quer dizer, por exemplo, que

2 2 11
1= —1l=—4= 2 31
g g 2+86+(9(6) (7.31)

Substituindo na Eq. (7.20]), e usando a Eq. (.I3), obtemos

C (1 +2A,—2In %) + O(e)}
i

1672

N/u/ = Guw |:_% + %6 + 0(62):| |i

i C
+ {— 22(1 — 2)k,k,+2(1 — 2)k? g, + guymz} {167r2 (Ae —1In E) + O(E)]
i C

+%Wzgwk2 [Ae <m(1 — ) a1 — m)) + ln% < —a(l— ) —2(1— x))

T

+16 5 M {Ae( 1+ 1) +1In 2(1 1) + ( 5 + 2)} (7.32)
e finalmente
v 16 2 € Mz (guu )2 l/) ( «r) ( . )

usando agora a Eq. (7)) obtemos

C

1 1
_ 2 2
I, = —4e 62 (gu,,k — l{:ukl,) /0 dx 2z(1 — x) (Ae —1In E)

= — (guk? — kuk,) TR, ) (7.34)

onde definimos

1
(k% €) = 2_@/ dzx z(1 — z) {Ae —1In
0

™

(7.35)

m? — x(1 — x)k?
12
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Esta expressao claramente que diverge quando € — 0. Antes de mostrar como
fazer sentido deste resultado vamos primeiro discutir o significado de II,, (k). O
propagador completo do fotao, que nds respresentamos pelo diagrama

= G, (k) = Propagador completo do fotao  (7.36)

¢é dado pela série representada na Fig. lﬂﬂ

= NN Jv@m\/ + N@m,@m/
@B -
Figura 7.3: O propagador completo do fotao.

@ =11,,(k) = soma de todos os diagramas irredutiveis (7.37)

de uma particula em todas as ordens

Em ordem mais baixa temos a contribuicao representada na Fig. [[.4 que acabamos

Figura 7.4: Contribuicao de ordem mais baixa para Il,,.

de calcular. Para continuar é conveniente reescrever o propagador livre do fotao

3Representamos por uma bola cinzenta o propagador completo para qualquer particula e por
uma bola tracejada a contribuicao irredutivel de uma particula. Nao confundir o propagador
completo com a contribuicdo em ordem mais baixa para II,, dada na Fig. [[4l
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(numa gauge arbitraria ) na forma,

k. k 1 k. k 1 k. k

Yol _ nvv pwv  pT nhy

ZG/W - (gl“’_ L2 )ﬁ+£ [ Wﬁ+£ L4

_ 0T | ~OL
= ZG,U,I/ _I_ZG,LU/ (738)
onde introduzimos o projector transversal Pfu definido por
k. k,

PZ/ = (gw/ - 22 ) (739)

e satisfazendo as relagoes,

{ kP =0 710

TvpT _ pT
1y M b vp T B Hp
O propagador completo também pode em geral ser escrito separando as suas partes
transversal e longitudinal

Guw =Gl +G, (7.41)
onde GZV satisfaz
G, = P’G,, (7.42)

Obtivemos, em primeira ordem, que o tensor da polarizacao do vacuo é trans-
versal, isto é,

i1l (k) = —ik* P}, T1(k?) (7.43)

Este resultado é de facto vélido em todas as ordens de teoria de perturbacoes, uma
consequéncia da simetria de gauge e das identidades de Ward-Takahashi [61],[62].
Isto significa que a parte longitudinal do propagador nao é renormalizada.

GL, =G% (7.44)
Para a parte transversal, obtemos da série da Fig. [[.3]
iG, = Pj% - P/ﬁ,%(—z’)kQPT“'”/H(kQ)(—z')PEV%
P (RPN TI(R) (=) P g (iR P TI(R) (i) P g+ -+
- PZ,% [1— (k) + T2 (K?) + - -] (7.45)

o que da, depois de somar a série geométrica,

1
G, = P,

e Ea) (746)

Tudo o que fizemos até este ponto é formal porque a fungao I1(k?) diverge. A
maneira mais satisfatéria de resolver este problema é a seguinte. O Lagrangeano
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inicial, foi obtido da teoria cléssica e nada nos diz que deva ser exactamente o mesmo
na teoria quantica. De facto, como acabamos de ver, a normalizacao das fungoes
de onda muda quando calculamos correccoes a one-loop, e 0 mesmo acontece com
os parametros fisicos da teoria, a carga e a massa. Podemos portanto pensar que
o Lagrangeano correcto é obtido adicionando correcgoes quanticas ao Lagrangeano
classico, ordem a ordem em teoria de perturbacoes, para conservar as definicoes da
carga, da massa e a normalizacao das funcoes de onda. Os termos que adicionamos
ao Lagrangeano cldssico sao chamados contratermosl. O Lagrangeano total é entao

Etotal = E(e, m, ) —+ AE (747)

Os contratermos sao definidos a partir de condicoes de normalizacao que temos
de impor nos campos e outros parametros da teoria. Em QED temos ao nosso dispor
a normalizacao dos campos do fotao e eletrao, a carga eléctrica e a massa do eletrao.
As condigoes de normalizacao sao, em grande medida, arbitrarias. E contudo con-
veniente manter as expressoes tao proximo quanto possivel do caso livre, isto é, sem
correccoes radiativas. Definimos portanto a normalizacao do campo do fotao como,

lim k%Gl =1 P, (7.48)
onde fo é a parte transversal do propagador renormalizado, obtido a partir do
Lagrangeano L. A justificacdo para esta definicao vem do argumento seguinte.
Consideremos a difusao de Coulomb em todas as ordens de teoria de perturbagoes.
Temos entao a situagao descrita na Fig. Usando as identidades de Ward-
Takahashi podemos mostrar que os ultimos trés diagramas se anulam no limite
em que o momento do fotao se anula. Entao a condigdo de normalizacao Eq. (7.48),
significa que temos a situacao descrita na Fig. [.6] isto é, o valor experimental da
carga do eletrao é determinado no limite ¢ — 0 da difusao de Coulomb.

O Lagrangeano de contratermos tem que ter a mesma forma do Lagrangeano
classico para respeitar as simetrias da teoria. Para o campo do fotao é tradicional

escrever 1 1
AL = —Z(Zg — 1)F,WFMV = _1523 F/WFMV (749)

correspondendo a regra de Feynman

k k
UNNNANKNNNN Y — 6 5k? (gW — @) (7.50)

Temos entao

: toop kyuky
ZHWJ = ZHLVP — 71523]{?2 (gwj - #)

4Esta interpretacio em termos de correccdes quanticas faz sentido. De facto podemos mos-
trar que a expansao em poténcias da constante de acoplamento pode ser interpretada como uma
expansao em hY onde L é o ntimero de loops na expansao.
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Figura 7.5: Correcgoes de ordem superior para a difusao de Coulomb.

Figura 7.6: Difusao de Coulomb no limite ¢ — 0.

= —i (IL(k* €) +6Z3) k* P], (7.51)
Devemos portanto de fazer a substituicao
I(k* €) — T(k* €) + 6 Z3 (7.52)

no propagador do fotao. Obtemos,

1 1

GT, =Pl — 7.53
" k214 TI(k2,€) + 0723 (7.53)

Da condicao de normalizagao, Eq. (T.4]), resulta
(0, €) + 625 = 0 (7.54)

o que nos permite determinar a constante dZ3. Obtemos

1 2
875 = —H(O,e):—%/ drz(l — x) [Ae—lnﬁ]
0

2
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o (7.55)

O propagador renormalizado do fotao pode-se entao escrever [3

PT
£ +iGE

(k) = i T2, ) — (0, 0] '

(7.56)

As correcgoes radiativas finitas sao portanto dadas por

R (K?) =T1(K?, €) — T1(0, €)
_ 1 drz(l —z)ln {m2

™ Jo

a [1 om2\ [ [ 4m? V2o am? 12

onde a tltima equacao é valida para k? < 4m?. Para valores k? < m? obtemos

a k?
I (k?) = e (7.58)

— 21— :)3)1{:2]

m2

Para valores k? > 4m? o resultado para IT1¥(k?) pode ser obtido da Eq. (Z.57) por
continuacao analitica. Usando (k* > 4m?)

cot iz =i (— tanh ™' z + %) (7.59)
© 1/2
4m? _ 4m?2
obtemos
1 om? Am? Am2\ /2
k) = — 20 4o (1+ 2 ) | —1 4 4/1 - 2 tann~ (1 225 \(7.61
(k%) 37r{3+<+k2) + 2 o w2 (761

4 2
—@g 1- k—”;‘] } (7.62)

A parte imagindria de 17 é dada por

a 2m? 4m? Am?
Im T (K?) = 3 (1 + ?) l——5 0 (1 - ?) (7.63)

5Notar que a massa nula do fotdo ndo é renormalizada, isto é, o pélo do propagador do fotdo
continua a ser para k% = 0.
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e estd relacionada com a producao de pares eletréo—positraoﬁ.

Para referéncia futura vamos considerar o caso em que k% < 0, o que acontece
quando o fotao é trocado no canal t. Este caso faz-se mais facilmente regressando a
expressao inicial da Eq. (T57) e fazendo a identificacao

2 2 2 Q?
k= — inh“p = — .64
Q°, sinh”p 2 (7.64)
Obtemos entao
R 2 2a [* 12
I (-Q ):—? dra(l —z)In 1+ z(1 — z)4sinh® ¢
0
e} coth? ¢ 1
S ho—1)+ = .
- [( 3 )(cpcot % )+9] (7.65)
Para o caso de Q2 > m? a expressao simplifica-se e obtemos
2 5
HR_2:_g1Q___ _ _
(=Q°) SW{nm2 3 (7.66)

7.1.2 Self-energy do eletrao

O propagador completo do eletrao é dado pela série diagramatica da Fig. [[.7), que
se pode escrever na forma,

o — @ -&@

Figura 7.7: Propagador Completo do eletrao

Slp) = So(p)+50(p)<—i2(p)> So(p) + -+

= S [1-iZE)Se)] (7.67)

@ = —iX(p) (7.68)

6Para k? > 4m? h4 a possibilidade de produzir um par ete™. Assim ao processo virtual sobrepoe
-se um processo real.

onde identificAmos
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Multiplicando & esquerda por Sy '(p) e & direita por S~!(p) obtemos

So'(p) =S~ (p) —iX(p) (7.69)

que podemos reescrever como
S7H(p) = Sy (p) +i%(p) (7.70)

Usando as expressoes para o propagador livre,

So(p) = —— = 553 (p) = —i(p — m) (7.71)

podemos escrever

S7Hp) = S5 (p) +iX(p)
= =i [p—(m+=0) (7.72)

Concluimos assim que ¢é suficiente calcular X(p) em todas as ordens de teoria de
perturbagoes para obter o propagador completo do eletrao. O nome de self-energy
dado o X(p) vem do facto que, como pode ser visto na Eq. (.72)), aparecer como
uma contribuicao adicional (dependente do momento) a massa do eletrao.

Em ordem mais baixa o tnico diagrama contribuindo para ¥(p) é o da Fig. [.§
e obtemos,

. . . \2 d*k . Guv m i v
—i3(p) = (+ie) / (27r)4(_z)k2 o) oy p—— =7 (7.73)

k

N

P p+k p

Figura 7.8: Contribuicdo em ordem mais baixa para —iX(p).

onde escolhemos a gauge de Feynman (¢ = 1) para o propagador do fotao e intro-
duzimos uma massa pequena para o fotao A, para podermos controlar a divergéncia
infravermelha (IR) que aparece quando k% — 0 (ver mais abaixo). Usando regula-
rizagao dimensional e os resultados da algebra de Dirac em dimensao d,

WP = =@+ Bn 200+ K) = -(d=2)(p+ )

my, M = md (7.74)
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obtemos
Ak 1 p+E+m
_7 = €2 — g
iX(p) Ne/ (27T)dk2_)\2+5%(p-|—k;)2—m2—|—iav
) d?k —(d—=2)(p+§) +md

4 [E2 = X2+ ig] [(p + k)2 — m? + ie]
—(d=2)(p+¥)+md
A2) (1 =)+ z(p+ k)2 — 2m? + ic]?

/ ddk
/ ddk —(d—=2)(p+§) +md
/ ddk
-

[(k 4 pz)? + p2a(l — x) — X2(1 — 2) — am? + ie]?
—(d—2)[p(1 —z) + ¥ +md
k2 + p2a(l — x) — N2(1 — z) — am? + i)’

€

—p

= —uf dx
— dx
—

dx

¢ [
(2
6 /
6 /
/ — )Pl — 1) +m d] Tos (7.75)
0
tendo em conta que o termo linear em k se anula (ver Eq. (Z14)) e ondeﬁ,

7
1672

Ioo = [Ac = In [—p*z(1 — z) + m*z + N*(1 — z)]] (7.76)

A contribuicao do loop na Fig. [ para a self-energy do eletrao 3(p) pode ser escrita
na forma

S(p)°” = A(p*) + B(p*) p (7.77)

co1m

1
A = e*u(4 —
e“pe( e)m16

- /0 dz [A —In [—p*2(1 — 2) + m’z + N*(1 — 2)]]

—In [—p*z(1 — 2) + m*z + N*(1 — x)}] (7.78)
Usando agora as expansoes
1 2
p(d—e) = 4(l1+e ln,u—z + O(€%)

pA—eA, = 4 [AE +2 (mu - %) + O(e)]

"Estamos aqui s6 a expandir Ips. No seguimento incluiremos também a expansdo de u que
vai restaurar as dimensoes correctas no logaritmo, tal como na Eq. (T.27)).
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wZ=e) =2 [1 t+e (lnu - %) + 0(62)}
p2—-eA = 2 [AE +2 (hw - %) + O(e)] (7.79)

podemos finalmente escrever,

4e2m (1

]_67T2 0

A@p?) =

2 _ 2 201 —
i {Ae———ln[pz(l x)+mr 4+ A (1 —x)

112

) o

B — 126222 /01 dr (1 — ) [AE —1—In {_p%(l = +/j;2x e xzjll)

Para continuar com o programa da renormalizagao temos que introduzir o Lagran-
geano de contratermos e definir as condi¢oes de normalizacao. Temos

AL =i(Zy - 1)@7”8;@ —(Zy—1) m ) + Zydm gy + (Z1— 1)€E7“¢Au (7.82)
e obtemos para a self-energy
—iX(p) = =i X"P(p) +i (p—m) 022 +i0m (7.83)

Contrariamente ao caso do fotao, vemos que temos duas constantes a determinar. No
caso da renormalizacao on-shell que é normalmente usado em QED as duas constantes
sao obtidas exigindo que o pdlo do propagador corresponda & massa fisica (dai o
nome de renormalizagao on-shell), e que o residuo do pélo tenha o mesmo valor que
o propagador livre. Isto quer dizer

Y(p=m)=0 — om=X"P(h=m)
)Y oytoor
8_ﬁ . =0 — 5Z2 = 8ﬁ

Obtemos entao para dm,

(7.84)
p=m

om = A(m )—I—mBm

2,2 | \2(1 _
_ 2 me? 9A. —1- 21 m?z® + N (1 —x)
167r2 w2

R

2me? [3 1 ! m2z? + \3(1 — 2)
= —— A —-— [ dx(1 1
L = [ ()
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3am 1 2 [t m2ax?
= — |A,— = — - 1 | .
ym [ e~ 3 3/0 dz (14 ) n( e )} (7.85)

onde no tltimo passo na Eq. (Z.85) tomdmos o limite A — 0 porque o integral nao
é divergent. Dum modo semelhante obtemos para dZs,

oyloor 0A 0B
02y =" —| =22 +B+m= (7.86)
ap p=m aﬁ p=m ap p=m
onde
DA _detm? 1dx 2(1 — 1)z
P | e 1672, —m2z(1 —x) + m?z + \2(1 — x)
2 ol _
_ 2am / i (1—x)x
T Jo m2x? + A\2(1 — z)
1 2.2 \2(1 _
B = —g/ dw(l—x){AE—1—1n<mx+)\(1 x))]
21 Jo p?
0B B a o, [ 22(1 — z)?
m o N = —5-m /0 dx P 4 (1= 1) (7.87)
Substituindo a Eq. (7.87) na Eq. (7.86]) obtemos,
a [1 1 ! m2ax? Vo4 2)(1 — 2)am?
= [ho [ () [ Qi
a m? A2

onde tomamos o limite A — 0 em todos os casos em que foi possivel. E claro que o
resultado final na Eq. (Z88) diverge nesse limite, implicando que Z5 é divergente IR.
Isto nao é um problema para a teoria pois 0 Z; nao é um parametro fisico da teoria.
Veremos na seccao [7.3.4lque as divergéncias infravermelhas cancelam para processos
reais. Se tivéssemos considerado uma gauge geral (£ # 1), terfamos descoberto que
d0m nao viria diferente mas que Z, mudaria mostrando uma dependéncia na gauge.
Novamente, em processos fisicos, esta dependéncia tera que cancelar no final.

7.1.3 O vértice

O diagrama contribuindo para o vértice de QED a one-loop estd indicado na Fig.
Na gauge de Feynman (£ = 1) d& a contribuigao

86m nao é divergente IR.



7.1. Renormalizacao a 1 loop 295

I

p
Figura 7.9: Contribuicao a one-loop para o vértice.

d
ie f AP (P p) = (ie“E/Q)g/ (;lwl;d(_i)k? —gAng'a
ol 4 ) £ B +ml 5 7 g9

() + k)2 —m2+ie " (p+ k)2 —m? +ie
onde A, esta relacionado com o vértice total I', através da relacao
Ty = e (y,+ AP +7,62)
= e (v +AL) (7.90)

O integral que define Aﬁfap(p’ ,p) é divergente. Como anteriormente esperamos re-
solver este problema introduzindo contratermos e condigbes de normalizagao. O
contratermo tem a mesma forma do vértice e ja foi incluido na Eq. (Z90). A cons-
tante de renormalizagdo é determinada exigindo que no limite ¢ = p’ —p — 0 o
vértice reproduza o resultado de ordem mais baixa (tree-level), porque assim sere-
mos consistentes com a definicao da carga eléctrica no limite ¢ — 0 da difusao de
Coulomb. Além disso, esta normalizacao deve ser feita para eletroes on-shell. A
normalizagao deve ser entao,

(p) (A +7u021) ulp)| ,_,, =0 (7.91)

Se estivermos somente interessados em calcular 6Z; e mostrar que as divergéncias
podem ser removidas com a normalizagao escolhida, entao o problema ¢é mais simples
e pode ser feito de duas maneiras.

12 método

Usamos o facto de que 7 é para ser calculado on-shell e para p = p’. Entao

AP, ) 5 E/ dk 1 1 1 p
1 =€
u DD H (27T)dk2_>\2+i57pﬁ+k—m+i€fyuﬁ+k—m+i€7
(7.92)
Notemos que se tem
1 1 1
0 (7.93)

]b+k—m+z'57”]5+éé—m+z'5 T P k—m—tic
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e portanto
o [ dk 1 prf+m
-Aloop — 2 € / P(7.94
b (p, p) o | CrakE Nt P(p+ k2 —m2 i ! (7.94
. 0 loo

Concluimos entao que Aif‘)p (p, p) esté relacionado com a self-energy do eletréo@,

0
loop _ _ 7 snloop
A pp) = =50 (7.96)
Para as condigoes on-shell obtemos
82100])
Aloor = — = —0Z 7.97
12 (p7p) ﬁ:m apu ﬁzm 27/1 ( )
e a condi¢ao de normalizagao, Eq. (7.91]), d&

Como ja calculamos 62> na Eq. (C.88)), entdo 67, esta determinado.

22 método

Neste segundo método nao usamos a identidade de Ward mas calculamos directa-
mente os integrais para o vértice na Eq. (.89). Por enquanto nao pomos p’ = p mas
admitimos que os factores de forma do vértice sao para ser calculados entre spinores
on-shell. Obtemos

c— oop _ 2, € ddk H<p/)fyﬁ [ﬁ/ + k + m)] T [ﬁ + k + m)] rypu(p>
2 € ddk NH
S / 5 DB, (7.99)

onde
N, = a(p) [(—2 + d)k*y, +4p -y, +4(p+ ') kv, +4mk,
— 4 (p+ )+ 202 = Dk | u(p) (7.100)

Dy = k? — M\ +ic (7.101)

9Este resultado é uma das formas da identidade de Ward-Takahashi.
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Dy = (k+p)* —m® +ic (7.102)
Dy = (k+p)® —m?*+ie (7.103)

Usando agora os resultados da seccao com

o= oy =p (7.104)
Pt o= xpt + zopt (7.105)
C = (v +2)’m* —2120¢° + (1 — 2y — 22)\? (7.106)
onde
g=p —p (7.107)
obtemos,

1—z1
z'ﬂ(p')AffOPu(p) = Z—F /dxl/ dZ’Q%

{a<p'mu<p> [ (<24 d)(am? + im? + Zeranyl - p) — 4 p

2 —d)? C
+4(p+p’)-(a:1p’+x2p)+< 5 ) C(AE—IHE)]

+u(p)u(p)m [4($1p' + x9p), — 4"+ p)u(z1 + 29)

-2(2-<ﬂ($1—Fab)(xlp’+-xzp)u]} (7.108)

= 1u(p) [G(¢*) v+ H(¢?) (0 + 1)) u(p) (7.109)

onde deﬁnimos@],

1—x1 B B _ 9
G(ﬁzg{A S / day / dipy n L2 — 2120 + (1= 31— 22

4 112
—2(z1 + x2)?m? — 21 29¢% — 4M? + 2¢°
dxl 20702 2 2
(1 + x2)?m? — x122¢% + (1 — 21 — 22)A
2 4 2 _ 2
(21 4 @2)(4m” — ) (7.110)
(1 + x2)?m? — x120¢% + (1 — 21 — 22) N2
1 1—z1 _2 2 2
S / d:m/ d» m (@ 2) +2m (2 + 1) (7.111)
T | Jo 0 (21 4+ 22)?°m? — z122¢> + (1 — 21 — 22) N2

OPara obter a Eq. (ZI11) temos que mostrar que a simetria dos integrais em 1 <+ x5 implica
que o coeficiente de p é igual ao coeficiente de p'.
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Agora, usando a definigdo da Eq. (7.90), obtemos para o vértice renormalizado,

a(p) AR, pyulp) =a(p') [(G(¢®) +0Z:) v+ H(¢®) (p+ 1)) ulp)  (7.112)

Como 077 é calculado no limite ¢ = p’ — p — 0 é conveniente usar a identidade de
Gordon para eliminar o termo (p’ + p)*. Obtemos entao

a(p') (p" +p), ulp) =u(p) [Qmw — 0 q”] u(p) (7.113)

e portanto

AN pulp) = ) |(Gla") +2mH(¢*) +021) 3 — i H(g®) o 0" | ulp)

= W) )+ 5ot Fld®) | ) (7.114)

onde introduzimos a notacao usual para os factores de forma do vértice.
Fi(i®) = G(@®) +2mH(¢%) + 07, (7.115)
K(¢®) = —2mH(¢%) (7.116)
A condigao de normalizagao da Eq. (Z.91]) implica que F;(0) = 0, ou seja,
071 = —G(0) —2m H(0) (7.117)

Temos portanto que calcular G(0) e H(0). Neste limite os integrais das Eqs. (110
e (TIII) sao muito mais simples. Obtemos (mudamos de varidvel z; + x5 — y),

G(0) = O‘[ —2—2/ d:)s1/ dy 1 2 +( yx

47
/ dxl/ dy _25 ::LQ - ﬁn_ Z)izm } (7.118)
Ho = & [an [ o
Usando agora
/01 dz /ml ay 1 2 +/E;l N _ % <ln 7;—22 = 1) (7.120)
/01 dz, /ml dy 43222;?{% Z)isz - 7—|—21n;;—22 (7.121)

! ! —2my + 2my? 1
d d = —— 7.122
/0 o /m1 Yeme (1= )\ m ( )
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(onde tomdmos o limite A\ — 0 sempre que possivel) obtemos,

a m? A2
a1
H(0) = I (7.124)

Substituindo as expressoes anteriores na Eq. (T.II7) obtemos finalmente,

a m? A2

em acordo com a Eq. (T.88) e a Eq. (T.98)). A forma geral dos factores de forma
Fi(¢?), para ¢*> # 0, é bastante complicada. Aqui damos o resultado somente para
o caso ¢? < 0 (ver Ref. [60] para o caso geral),

a A2 0 0/2
Fi(¢®) = —<(2In>= +4) (fcothf — 1) — 6 tanh = — 8coth S tanh BdS
Am m? 2 0
2y _ @ 0
Rlq) = 27 sinh 0 (7.126)
onde 0 )
) q

No limite em que o momento transferido é nulo (¢ = p’ — p = 0) obtemos

F1 O :O
v o (7.128)

um resultado que usaremos na secgao [[.3.3]quando discutirmos o momento magnético
anomalo do eletrao.

7.2 Contratermos e contagem de poténcias

Tudo aquilo que vimos nas secgoes anteriores pode ser interpretado do modo se-
guinte. O Lagrangeano inicial L(e,m, - - ) foi obtido a partir duma correspondéncia
entre a mecanica cldssica e a mecanica quantica. E entdo natural que seja modificado
por correcgoes quanticas sendo o Lagrangeano total dado entao por

Etot = E(e, m,-- ) —+ AE (7129)

AL =ALY + ALE 4. .. (7.130)
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onde ALW é a correccio correspondendo a “i — loops” ou, o que é o mesmo, A

ordem A’ pois uma contagem - em termos de i é 0 mesmo que uma contagem em

termos de loop. Esta interpretacao é bastante atraente porque no limite h — 0

o Lagrangeano se reduz ao classico. Com o Lagrangeano L;,; podemos entao obter

resultados finitos, embora L;,; ele mesmo seja infinito por causa dos termos em AL.
Dentro desta linguagem os resultados até a ordem h podem ser escritos

1 A2 1
‘C(e>ma"') = 7 /WFMV_‘_?AMA”_%

4
+ith@p — mapp + e A (7.131)
1

ALY = _Z(Z?’ — D) EW F™ 4+ (Zy = 1) (i@ — mypnp)

+Zoydmiph + e(Zy — 1) A (7.132)

(0 A)?

O Lagrangeano

1 , A2 1
»Ctot == ——ZgFH,,Fu +7AHAH—%

4
+Zo (1P — mpp + dmy)
+eZyib fup (7.133)

produzird fungoes de Green renormalizadas e finitas até a ordem h.

De facto s6 mostramos que as fungdes de Green de 2 pernas exteriores (propaga-
dores) e de 3 pernas exteriores (vértice) eram finitas. E importante verificarmos se
todas as outras fungoes de Green, com um numero arbitrario de pernas exteriores,
sao finitas pois ja esgotamos toda a nossa liberdade ao escolhermos a massa, a cons-
tante de acoplamento e os residuos dos polos. Isto leva-nos a chamada contagem de
poténcias.

Consideremos um diagrama de Feynman G com L loops, Ig linhas internas de
Bosoes e I linhas internas de Fermioes. Se houver vértices com derivadas, 9, é o
numero de derivadas no vértice v. Define-se entao o grau superficial de divergéncia
(notar que L=Ig+Ip+1-V)

(0 A)?

w(G) = AL+ 8, —Ir—2Iy

= 4+3Ip+2I5+ > (0, —4) (7.134)

URE-14L — 343 Notar que é valida a seguinte relagdo L = I — V + 1. Em teorias sem

vértices quarticos, como QED, também é vélida a relacao 3V = F + 21.
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Para grandes valores do momento o diagrama divergird com

A se w(G) >0 (7.135)

€ com

InA se w(G)=0 (7.136)

onde A é um cutoff. Os diversos termos tém a origem seguinte:

d4
/—q (por loop) — 4L

(2m)*
0, & k — 0,
e (7.137)
q _Z m — —IF

¢ —m

A expressao para w((G) é mais ttil quando expressa em termos do nimero de
linhas externas e da dimensionalidade dos vértices da teoria. Seja w, a dimensao,
em termos de massa, do vértice v, isto é

3
Wy = 61} + #Campos bosénicos + i#campos fermidnicos (7138)

Entao, se designarmos por f,(b,) o numero de linhas internas fermiénicas (boséni-
)
cas) que vao dar ao vértice v, podemos escrever

3 3
D wy =) (6 + ofotbo) + 5Er + B (7.139)

v

onde Er(FEg) sdo o ntmero de linhas externas fermiénicas (bosénicas). Atendendo
a que temos

1
IF = §zv:fv
Iy = 12b (7.140)
B — 9 - v .
obtemos
3
;wv = zv:é,, +3Ip + 215 + S Br + B (7.141)

Substituindo na expressdo para w(G) obtemos finalmente
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w(G) =4 — gEF—EB+Z(wU — 4) (7.142)

Se [g,] for a dimens@o em termos de massa da constante de acoplamento do vértice
v, entao

wy + [go] = 4 (7.143)

De acordo com a expressao anterior para o grau superficial de divergéncia clas-
sificamos as teorias em trés classes

i) Teorias nao renormalizaveis

Contém pelo menos um vértice com w, > 4. O grau superficial de divergéncia
aumenta com o numero de vértices, isto é com a ordem das teorias de per-
turbagoes. Para uma ordem suficientemente grande V fungao de Green diverge.

ii) Teorias renormalizaveis

Todos os vértices tém w, < 4 e pelo menos um tem w, = 4. Se todos os
vértices tiverem w, = 4 entao

w(G) =4-— gEF — Ep (7.144)

e todos os diagramas contribuindo para uma dada funcao de Green tém o
mesmo grau de divergéncia. Somente um numero finito de func¢oes de Green
sao divergentes. Ver Complemento [[.1] para uma clarificagao desta afirmacao.

iii) Teorias super-renormalizaveis

Todos os vértices tém w, < 4. Somente um numero finito de diagramas é
divergente E|

Voltando ao nosso problema de saber quais os diagramas divergentes em QED,
podemos fazer a tabela [[.Il Todos os outros diagramas sao superficialmente con-

120 grau efectivo de divergéncia é por vezes inferior ao grau superficial, quando devido a simetrias
da teoria algumas poténcias do momento exterior podem ser factorizadas. E o que acontece com
a polarizacao do vacuo em QED.
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Er | Ep | w(G) Grau efectivo
de divergencia

0] 2 2 | 0 (cons. de corrente)
0] 3 1 | Enulo (T. de Furry)
0 4 0 Convergente
210 1 | 0 (cons. de corrente)
2 1 0 0

Tabela 7.1: Grau de divergéncia

vergentes. Como veremos o grau efectivo de divergéncia é reduzido em virtude das
identidades de Ward ou seja da conservagao de corrente.
Esta andlise mostra que até a ordem h o Lagrangeano

1 1 1
Etot - —123FHVFMV + 5)\214“14“ - 2—5(8 . A>2
+Zo (1@ — mynp + dmapep)
+eZyip fup (7.145)

produz funcgoes de Green finitas e renormalizadas com um ntumero arbitrario de
pernas. Resta mostrar, o que nao faremos aqui, que o Lagrangeano anterior continua
a ser valido numa ordem qualquer com a mesma forma, com a tnica diferenca que
as constantes 7y, Zy, Z3 e dm serao dados por séries, p.e.

Zy =20+ 7% + ... (7.146)

O Lagrangeano anterior permite uma outra interpretacao que por vezes também é
ttil. Os campos A, 1 e 1) sdo os campos renormalizados que produzem residuos iguais
a 1 nos polos dos propagadores, e as constantes m, e sao a massa e a carga fisicas.
Definamos os campos nao renormalizados 1,1, e Ay e os parametros despidos
(dependentes do cutoff) A2, mg e de acordo com

Yo =V2Zy7p  mg=m—dm
b=V N=Z' N
AQZ\/Zg A 60:Z122_1\/Z3_1€: J%e

§o = 23§

Entao o Lrangeano em termos das quantidades despidas é idéntico ao Lagran-
geano origina

(7.147)

2
130s termos )‘72/12 = %Ag e %(8 CA)?2 = %(8 - Ap)? ndo sdo renormalizados. Isto é uma
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1 , 1 1
E — _ZFONVF(/]J + 5)\(2)140”148 - 2—60(0 . A0)2
+i(1ho@Po — mothibo) + eathy Aot (7.148)

As fungoes de Green despidas estao relacionadas com as fungoes de Green renor-
malizadas por

Gg’z(ph ©Pon, k17 e kf7 )\07 my, 607 507 A)
= Z3(N)Z*GR (pr, -+ pans b -+ ke, Ay, €,€) (7.149)

onde py - - - pa, sao os momentos dos fermides e k; - - - k, 0s momentos dos bosoes.

7.3 Consequéncias fisicas da renormalizacao a one-
loop

O procedimento de renormalizacao das sec¢Oes anteriores pode parecer, a primeira
vista, somente um artificio técnico para esconder os infinitos. Na verdade isso nao
¢é verdade, ha realmente consequéncias fisicas do processo de renormalizacao, que
sao observadas experimentalmente confirmando a validade do procedimento. Nesta
secgao vamos rever algumas delas em QED.

7.3.1 Variacao da constante a com a escala de energia

Consideremos novamente a difusao de Coulomb descrita na Fig. A identidade
de Ward-Takahashi, Z; = Z,, valida em todas as ordens de teoria de perturbacoes,
assegura que a interaccao electromagnética vem modificada da forma seguinte,

21 ¢ 1
e L° (7.150)

com a condicdo de normalizacao IT1#(0) = 0, que assegura a definicio da carga
eléctrica. Introduzindo e? = 4wa podemos interpretar a Eq. (ZI50) dizendo que a
carga eléctrica depende da escala da energia, isto é,

a(0)

a(¢®) = TT I (7.151)

consequéncia das identidades de Ward-Takashashi. A identidade de Ward Z; = Z5 é crucial para
que egAy = eA dando um significado ao acoplamento minimo independente da renormalizagao.
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Para o caso em que ¢> = —Q?, e em ordem mais baixa, obtemos

a(Q?) = a(0)[1 - 11*(-Q%)]
_ a0+ 4O {m (Q—z) _ 5] (7.152)

37 m2 3

onde se usou a Eq. (T.66). A variagao do inverso de o com a energia estd representada
no painel esquerdo da Fig. [Z.I0 para QED. Vemos que a~! passa do valor 137.36
para Q> = 0 para o valor 134.7 a Q®> = 912 GeV®. A variacdo é muito rapida

QED QED
140 pr—r—r—7 71— 138

138 f 3

137 i

N

136 i B

136 | 3

134 3

a*Q
a*Q

132 . 3

130 3 135 | \

128 f 3

(7)) S RPN S SN gl o )L
0 20 40 60 80 100 104 10° 102 10! 10° 100 107
@) (Gev) @) (Gev)

Figura 7.10: Variacao de a~! com a energia. No painel esquerdo para QED e no
painel direito o mesmo resultado numa escala logaritmica.

para valores pequenos de Q2. Isto pode ser observado no painel direito da Fig.
que usa os mesmos dados que o painel esquerdo mas uma escala logaritmica. Se
tivéssemos incluido todas as correcgoes no modelo padrao o valor seria 128 a escala
da massa de M. Este efeito foi verificado experimentalmente na experiéncia LEP
no CERN, e estd representado no painel esquerdo da Fig. [[.IIl Na regiao de k?
baixo o grafico apresenta um comportamento irregular. Isso deve-se a abertura dos
diferentes canais e ao aparecimento duma parte imaginaria de II¥. No painel direito
da Fig [[.T1] apresentamos essa regiao em maior detalhe. Ver uma explicacdo mais
detalhada no Complemento

Vemos assim que a constante efectiva aumenta com a energia. FKEsta é uma
caracteristica das teorias abelianas. As teorias nao abelianas, como QCD podem
apresentar o comportamento oposto, designado por liberdade assimptoética, isto é, a
constante de acoplamento decresce com o aumento da energia tornando possivel os
calculos perturbativos nesse regime.
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SM SM
140 138
138 E 137
136 ; 136
135
~ 134 3 = \
5 132 : E o 2m
\ 133 2m
130 3 132 }
— \Zmb
128 T 131 —
126 130
0 20 40 60 80 100 0 2 4 6 8 10
(@)™ (Gev) (@)™ (Gev)

Figura 7.11: Variacdo de a~! com a energia no SM. No painel direito mpstra-se o
detalhe da variacdo de a~! na zona de abertura de varios canais no SM.

7.3.2 O desvio de Lamb

A diferenga de energia entre os estados 25,2 e 2P/, no dtomo de hidrogénio foi
observada experimentalmente pela primeira vez por Lamb e Retherford [63]. E um
problema muito complexo, pois ha diversas correccoes radiativas que contribuem.
Aqui vamos s6 mostrar que uma delas é uma modificacao do potencial de Coulomb
devida & polarizacao do vdcuo. Para k? < m? o propagador do fotao vem modificado

para
e my —Guv « kz
e (“157@) (7.153)

onde se usou o resultado da Eq. (T.58)). Fazendo a transformada de Fourier inversa
para obter o potencial de Coulomb modificado obtemos

€ ex

V(r) §3(7) (7.154)

" dnr | 15mm2
A presenca da funcao delta vai s6 afectar os estado com [ = 0 e portanto separar os
estados 25/ e 2P 5. Contudo este efeito nao ¢ suficiente para explicar quantitati-
vamente o efeito. Para um tratamento completo ver o livro de Itzykson e Zuber [34].

7.3.3 Momento magnético anémalo do eletrao

Vamos aqui ver como as correccoes finitas produzem resultados verificados experi-
mentalmente dando credibilidade a todo o programa de renormalizacao. Calculemos
a correc¢ao ao momento magnético anémalo do eletrao. O momento magnético do
eletrao é dado por

ﬁ_eQe Vo e 0
a 2
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onde e = |g.| e para o eletrao ¢. = Q. e com Q. = —
Um dos grandes triunfos da equagao de Dirac foi prever o valor g = 2. Definamos
a anomalia do momento magnético através da relacao

g=2(1+a) (7.156)
ou seja
= g —1 (7.157)

Vamos calcular a anomalia a dada pela correccao de 1-loop. Vejamos primeiro de
que forma é que apareceria um valor de a # 0 em mecanica quantica nao relativista.
A equacao de Schrodinger para uma particula num campo exterior é

-,

0 )+ eA)? e = B
89:_ %_(@4-%(14—@)0-3 ® (7.158)

—

Consideremos que o campo exterior é um campo magnético B = V x A. Entao
conservando somente termos em primeira ordem em e obtemos

2 = — —

p prA+A-p I
H = — L SR |

2m+e 2m +2m( +a)d- Vv x

N}

—

A amplitude de transigao devida a Hy,; é (=9 — ),

e d*z . o [T B
M = (p| Hine lp) = %/ 27 T_wm[_’A A- p—l—(1+a)0-V><A]eZp X

d’x i ijk j —ig#
- 2m/ p (F +p)* +i(1+a)o quj] Akem1@%x
— %x* (¢ + ) +i(1+ a)o’eT ] A (g)X (7.160)

E este o resultado que queremos comparar com o limite nao relativista da correcg¢ao
do vértice. A amplitude é dada por

M =eu(p') (v, + A )u(p) A*(q)
=eu(p’) [vu(1+ Fi(¢*)) + ﬁauyq”Fz(f) u(p)A*(q) (7.161)

:%H(p/) {(p/ + D) [1 + Fl(q2)] +i0,q" [1 + Fl(qz) n Fz(qz)} } u(p)A%(q)
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AH

C

5

Di Dby

Figura 7.12: Difusao de Coulomb em ordem mais baixa.

onde se usou a identidade Gordon. Para um campo magnético externo B =V x A
e no limite ¢> — 0 a expressao anterior reduz-se a

M = %ﬂ(p/) {(Pl + D)k [1 + Fl(())} + 10k ¢’ [1 + F1(0) + Fz(o)} } u(p)A¥(q)
= S-aly) (0 +p)t =ittt (14 %)} u(p)A*(q) (7.162)

onde se usaram os resultados [7.128

Fi(0)=0
(7.163)
FQ(O) == %
Usando a forma explicita dos spinores u
X
u(p) = ) (7.164)
G-(p—eA
el x
podemos escrever no limite nao relativista
M == SX | (0 4+ p) 4 (14 - ) o'l xat (7.165)
2m 27
o que apds identificagao com a Eq. (ZI60) conduz a
Q@
5 = — 7.166
Qsp, o ( )

Este resultado obtido pela primeira vez por Schwinger [64,65] e confirmado experi-
mentalmente foi muito importante na aceitacao do programa de renormalizacao em
QED.

7.3.4 Correccoes radiativas a difusao de Coulomb

Vimos no capitulo 3] que a difusao de Coulomb correspondente ao diagrama da
Figura [ 12 tinha a seguinte expressao para o elemento da matriz S
1

Spi = 12¢*(2m)(E; — Ef)W a(ps)y ulpi) (7.167)
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Ap A

Di Df Di by Pi by Di by

Figura 7.13: Correcgoes a difusao de Coulomb.

Vamos agora estudar as correcgoes radiativas a este resultado, em ordem mais
baixa. Devido as divergéncias infravermelhas que vao aparecer é conveniente intro-
duzir uma massa para o fotdao, o que em termos dum campo classico quer dizer um
screening. Se tomarmos

-7
A%(z) = Ze 1
c(@) = Ze =7 (7.168)
entao a transformada de Fourier é
Aq) = Ze; (7.169)
=g

o que mostra que o A tem o efeito duma massa. Com estas modificagoes temos

Syi = i26*(2m)3(E; — E) (p )y ulpi) (7.170)

3

FEEPS

Estamos interessados em calcular as correccoes até a ordem e’ na amplitude.
Para isso contribuem os diagrama representados na Figura [7.13l O diagrama 1 é
de ordem e? enquanto que os 2, 3, e 4 sao de ordem e*. Portanto a interferéncia entre
le (2+3+4) éde ordem o e deverd ser adicionada ao resultado do bremsstrahlung
num campo de Coulomb. A contribui¢do de 1 4 2 + 3 obtém-se muito facilmente
notando que

eAly, — eA(vy, + Af — HRPZ;)W”)
1
= eA" [v.(1+ Fi(¢?) + %aw,q”Fg((f) — HR(qz)Pg;ﬁp (7.171)

onde Fj(¢?) sao dados pela Eq. ([T126) e I1¥(—Q?) foi calculado anteriormente, na
Eq. (T65). Fazendo Q* = |g]* obtemos

2
% = sinh?p (7.172)

14N3o temos de considerar a self-energy nas linhas do eletrdio pois este esté on-shell.
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podemos escrever (notar que na Eq. (Z126]), é 0 = 2¢p),

(14249 _72(9m)8(Es — Ep)——aa(p)7* {1+ |~ Lo tanh
Sti iZe*(2m)0(E; f)WJFAZU(pf)V +— | —gptanhy

)
+ (1 +In i) (2 coth2p — 1) — 2coth2<p/ S tanh Bdp
m 0

n (1 . COt;‘Z‘p) (pcothy — 1) + %} _fa o }u(pi) (7.173)

2m 7 sinh 2¢

Finalmente o quarto diagrama da

S0 = 200 [ o) | o o0 S B g

o) (r— k2 =X F—mtic! (k—p)?2— A2
Z%a?
= —2i 216(Ey — Eu(py) [m(l — L) + " E;(I1 + L) u(p:) (7.174)
onde
L = /d3k — (7.175)
(77 = k)2 + N[5 = B) + N2 [(9)2 — (k) + ie]
e
l(ﬁ + )y = /d3k £ (7.176)
— % f)l2 = . = .
2 (77 — k)2 + 2[5, — k)2 + N2 [(9)? — ()2 + ie]
No limite A — 0 pode-se mostrar que
2 2psin(0/2)
L = —/————In| ———= 1
LT 9iptsinte)2 ( \ ) (7.177)
w2 m 1 , 1 2psin /2 A
= 2p3 cos? 02 {§ [1_sin9/2] _Z{sin29/2 ln( A ) +1n2_p}}
(7.178)

Com estas expressoes obtemos para a secgao eficaz (comparar com a Eq. (8.39)),

do  Z%0*1
0= 7o Z [@(ps)Tu(p;)| (7.179)

onde
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F:v°(1+A)+VO%B+C (7.180)
e
a A ¢ ©
A = —|(14+In— ) (2pcoth2p —1) —2coth2p [ dfftanh B — = tanh ¢
m m 0 2
1 1 A
1 — = coth? tho — 1)+~ | — == |q@*E(L + I 181
# (1= oot o) (poothe 1)+ | - ToE(G +B) (s
a @
B = — 182
7 sinh 2¢ (7.182)
Za 9
C = ——27T2m|cf| (I — ) (7.183)
Entao

LS )P = ST+ m) T +m))
4 4

pol
= 2E%(1 — f?sin?0/2) + 2E*2B 3% sin® g
+2E%2Re A (1 — *sin® g) + 2ReC(2mE) + O(a?)(7.184)

Notar que A, B e C' sao de ordem « e que a dependéncia em A devida ao diagrama

4 desapareceu (o resultado nao depende de Zm A ou Zm C'). Sé ficou a dependéncia

em A do diagrama 2- O resultado final é portanto, até ordem o?:

do do 20 A %
—= = | == 1+ — |(14+In— | (2 th2p — 1) — = tanh
(dQ) elastic (dQ) Mott { * ™ |: < o m) ( SO € SO ) 2 an SO

i th’ 1
-2 coth2<p/ dfBptanh 5 + (—CO @) (pcothep — 1) + 9
0

o Bsin’0)2 } © zan® sin [1 — sin 9/2]} (7185)

sinh2p 1 — B2sin26)/2 1— 32sin?6/2

onde 8 = |p|/E é a velocidade do eletrao, o angulo de difusao e a secgao eficaz de
Mott, (do/dQ)yote, € 0 resultado em ordem mais baixa de teoria de perturbagoes,
obtido na Eq. (8.44]). Tal como tinhamos anunciado, o resultado é divergente infra-
vermelho (no limite A — 0). Como explicdmos anteriormente esta divergéncia nao
é fisica e é resolvida da seguinte maneira. Os detectores tém uma energia abaixo
da qual nao detectam, pelo que no limite w — 0 o bremsstrahlung na presenca do
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campo de Coulomb e a difusao no campo de Coulomb nao sdao distinguidas pelo
detector. Isto quer dizer que temos que somar os dois resultados. Se considerarmos
um intervalo de energia AE com A < AF < E obtemos

o) () [ EEe[lwr o om
ds2 BR dQ ) \ory Ju<ar 2w(27)? ki-pik-pr  (k-p)*  (k-pg)?

(7.186)

Introduzindo uma massa para o fotao (isto é w = (|k|2 + A2)!/2) o integral pode
ser efectuado obtendo-se

do  (do 200 2AFE 1 . 1+p
508, (), 7 {eemnze-0n S g g
1 _ 62 1 1 1+ 55
e /mm =P o 0 1 e
(7.187)
Vemos agora que quando consideramos a seccao eficaz inclusiva
do do do
AE) = (=% AE
dQ( ) <dQ> elastic - |:dQ( ):| BR
da)
- (& (1—06r+05) (7.188)
(dQ Mott

o resultado depende da resolucdo AFE mas nao do parametro A\. As expressoes
explicitas para dg (emissao de fotao real ou virtual) e dp (aproximacao de Born em
segunda ordem), uma notagao introduzida por Schwinger [66] que fez este cédlculo
pela primeira vez, sao [34],

2 2AFE
op = :l(l—Qgpcotthp) <1+ln - )—l—gptanhgp—l—(l—cptanhcp)
coth? o 1 1., 1-p0
1— — 4+ —In—— — h2pln(1 — (2
x( 3 ) 9—|—2ﬁn1+5 pcoth2pln(l — 47)
2 i 2 _
§ sin (0/2) d +lcosh2<p 1 - 52

Bsin(0/2)

2 1 1m1+ﬁ@_}m1—ﬁ®]
- /cos(e/z V€2 — cos?(0/2) { 1—p¢ 1+ B3¢ (7.189)

1 — $%sin?(0/2) sinh 2
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B omﬁ sin(0/2) [1 — sin0(0/2)]
oy = 7 RCrmIOT) (7.190)

Pode-se mostrar que em QED todas as divergéncias podem ser tratadas duma forma
semelhante, como foi demonstrado por Kinoshita [67] por Lee e Nauenberg [68]. O
efeito final do bremsstrahlung é finito e pode ser importante, como se pode ver na
Fig. [[ T4l Notar que o efeito aumenta com a energia, podendo ser mais de 50%.

2 g frorr o o o o o fro T
AE=1kev  z=12

m : : : : E
K? : — : : ]
+ : jE—l MeV j ]
"? : . : 1
a E=10 MeV ]

i E=1 GeV
O AT [T [ FPPETTRTTE ITRTTETITI ITTTRTTT [FPETTRTET] TP [T [TTTTm

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
6 (deg)
Figura 7.14: Correccoes finitas a difusao de Coulomb. Na figura esté representado
o factor 1 — 0z + dp para Z = 12, AE = 1 keV e para quatro valores da energia do
eletrao incidente em fungao do angulo 6 de difusao.
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Complements

Complement 7.1 Renormalizable Theories

We said before that theories where all vertices had w, < 4 are renormalizable. There is
however one aspect that deserves clarification. This is only true if the Lagrangian has all
the possible interactions allowed by the symmetry. To better understand this statement
let us give an example.

Consider the theory described by the following Lagrangian,
L=L Lo.6 o0 L, X M X 7.191
= Lqep + 50u¢ 0"¢ — 5my ¢ +iXY Oux — M XX — 1YY ¢ —g2Xxé  (7.191)
where ¢ is a neutral spin zero field, x is a neutral spin 1/2 field, and 1 is the electron.

The constants g1, g2 are dimensionless in our system of units. Besides QED the theory
has the following propagators and vertices:

€
p 4 9
s —i
p= = my, e
X
p : ¢
— ip+m)  Dmmme —igs
p? —m3 X

It is easy to verify that these new vertices have also w, = 4. Does this mean that the
theory is renormalizable? In fact it is not unless we modify the Lagrangian. Let us
look at the vertex ¢3. It does not exist in the Lagrangian but it arises at one-loop,
through the diagrams in Fig. Now, if we look at the superficial degree of divergence

k+q k—aq

Figura 7.15: Diagrams for ¢ at one loop level. The fermions in the loop are the
electron and the neutral y. All momenta are entering the diagrams.

of these diagrams we have w(G) = 1, that is they are divergent, unless they vanish by
some symmetry reason (like the case of three photons in QED, Furry’s theorem). Let us
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consider the diagram with the electron (the one with the x will be similar). We have for
the amplitude,

N Ak To{(F + mo) (= o+ me) (g + )
M =i | [ e e ey

n / d'k  Tr[(f +me) (K — g + me) (K + do + me)]
2m)* [k? —m2][(k — q1)* = mZ][(k + q2)* —m2)]

_ 33 [ A% N
=—giu / (2m)d [k2 — m2][(k + q1)2 — m2][(k — q2)2 — m2)] (7.192)

where

N = Tr[(f+me) (k= do + me) K+ o +me)] + Te[(—f +me) (= F — g1+ me) (—f + d2 +me)]

(7.193)
and we have made, as usual, the change of variables k — —k in the second integral to
reduce to a common denominator. A simple calculation gives

N = 8m, [3k2 +2k-q1 —2k-q2—q1-q2 + mg] (7.194)
showing that the result is divergent because of the term in k2. Using FeynCalc we obtain
M =gimep®* [8By(qi, mZ, m¢) +8Bo(d3, mZ, m?) — 40By (g3, mZ, m?)

—4 (341 + 343 — a3 +8mZ) Coldi, 43, 43, me, mZ,m?)] (7.195)

The Passarino-Veltman function Cj is convergent, but B, diverges as
Div[Bo] = A= 2 — 7+ Indr (7.196)

Therefore we have for the divergent part of the amplitude

Div[M] = —24g3m.p®/% A, (7.197)

The diagram with the x gives the same result with g — go and m. — m,,.

Now this is a problem because as there is no ¢3 in the Lagrangian, there will be no
counterterm to absorb this infinity. The problem is that such a term is not forbidden by the
symmetry and therefore should be added to the Lagrangian, along with the corresponding
¢* term for the theory to be renormalizable. Hence the rule that you should have in your
Lagrangian all the the terms that are compatible with the symmetry of the theory, otherwise
you might get in trouble. For this case, the theory is renormalizable with the Lagrangian

1 1 _ _ _ _
L =Laup + 5046 0"¢ — 5mg ¢° + XV DX = MAXX — Y b — XX ¢

Bog Ay
_§¢ _aqs . (7.198)
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1

Complement 7.2 Variacao de o~ com a escala no SM

Para se obter o resultado correcto no modelo padrao € preciso considerar todas as particulas
carregadas que possam circular no loop. Além disso, é preciso ver em que regime de k2
queremos trabalhar. No LEP, estudaram-se colisoes e~ e™, e portanto o processo principal
correspondia a uma troca de fotao no canal s. Devemos assim ter,

a 1 (k%) = o~ 1(0) [1 + Y TR, mf)} (7.199)
f

onde 1% (k?,my) é dado pelas Eqs. (T57), (T62) ou (T6H), dependendo da regido ci-
nemética. Para o LEP, k? > 0 e para todos os fermides, excepto o quark top, devemos
usar Eq. (T.62), isto é, o 1% ¢ uma funcao complexa. Contudo se quisermos fazer um
gréfico para 0 < k? < Mz é melhor usar as expressoes para I1%(k?) escritas em termos da
fungoes de Passarino-Veltman [69] como explicado no meu livro [11]. Obtemos

1 2m?

TR (K2, m?) = 3i [_5 + (1 + %) (Bo(k2,m?, m?) — Bg(O,mz,m2))] (7.200)
T

que engloba todos os casos anteriormente descritos. Estas funcoes podem ser calculadas

numericamente com a ajuda do software LoopTools [70]. No painel direito da Fig. [[.10]

representamos

a1 (k2) = a~1(0) \1 + ZHR(k2,mf)( (7.201)
f
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Problemas

7.1 Considere em QED o processo a I-loop com 3 fotdes nas linhas externas. A
amplitude para o processo escreve-se,

M = (k)€ (k)€ (ks) M,
a) Quais o(s) diagrama(s) que contribuem para o processo?

b) Escreva uma expressao para a amplitude M.

¢) Mostre que M = 0.
Notas:
i) Nao precisa, obviamente, de efectuar os integrais, nem sequer os tragos.
i1) Admita que os integrais estao regularizados para poder efectuar mudancas
de variavel.
iii) O resultado do teorema 3.6 da secgao B3] é fundamental.

7.2 Considere a teoria descrita pelo seguinte Lagrangeano

1 _ 1 _ _
L= Z0x "X+ 0" "¢ —imi X>—mi ¢TeT +pdto x

onde x ¢ um campo escalar (spin 0) neutro e ¢* é um campo escalar (spin 0)
complexo, a que corresponde uma carga conforme indicado. Esta carga diz respeito
a uma simetria interna e nao é a carga eléctrica, nao havendo portanto interacgao
com os fotoes. A constante p tem a dimensao duma massa. Os propagadores e o
unico vértice do modelo sao:

2 . s

No vértice as particulas estdo a entrar no vértice. Notar que ¢* a entrar corresponde
a ¢t a sair.

Desenhe os diagramas a um loop para os propagadores dos campos ¢ e x e para
o vértice. Considere s6 os diagramas designados One Particle Irreducible, isto é,
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aqueles que nao se separam em dois diagramas disjuntos pelo corte de uma so6 linha
do diagrama. Sem calcular nada, diga quais sao divergentes.

7.3 Considere a teoria descrita pelo seguinte Lagrangeano
1 1,

1 1 1 1 _
L = Lapp+50u0 0" +50,x 0" —5mg ¢°—5my X* =5 ¢*X— 512 OX° =g Vi x

onde ¢ e y sdo campos escalares (spin 0) neutros e 1) é o eletrdo. A constante g nao
tem dimensoes (no sistema h = ¢ = 1) e as constantes pq, 2 tém dimensdes duma
massa. Para além de QED, os propagadores e os novos vértices sao:

Considere as correccoes a um loop no quadro do modelo acima descrito. Em todas
as respostas considere somente os diagramas irredutiveis de uma particula, isto é,
aqueles em que o diagrama nao se separa em duas partes pelo corte de uma linha
interna. Nao é para calcular nada.

a) Desenhe o(s) diagrama(s) para a auto energia do eletrao a um loop.
b) Desenhe o(s) diagrama(s) para a auto energia do escalar x a um loop.

c) Desenhe o(s) diagrama(s) para as correcgoes ao vértice ¥y a um loop. Discuta
o grau superficial de divergéncia, isto é, conte as poténcias do momento.

d) Desenhe o(s) diagrama(s) a um loop para o vértice 11p¢. Discuta o grau
superficial de divergéncia, isto é, conte as poténcias do momento.

e) Sera a teoria renormalizavel? Justifique a resposta.



Apeéendice A

O Atomo de Hidrogénio
Relativista

Vimos na seccao[L.I1]o limite nao relativista da equagao de Dirac. Para se obter uma
expansao consistente para além da ordem mais baixa devemos usar a transformacgao
de Foldy-Wouthuysen que descrevemos na seccao seguinte. Depois analisaremos o
espectro relativista e como ele pode ser obtido através dos diferentes termos gerados
como perturbagoes.

A.1 A transformacao de Foldy-Wouthuysen

Vimos na seccao anterior como na primeira aproximagao nao relativista a equacao de
Dirac acoplada ao campo electromagnético conduz a equagao de Pauli. Vamos agora
ver como podemos calcular duma forma sistematica as correccoes seguintes. Este
é o objectivo da transformagao de Foldy-Wouthuysen [71]. Para ser mais preciso
queremos uma transformacao unitaria

P = Sy (A1)

que separe as componentes grandes e pequenas. Chamamos operadores pares os que
nao ligam os componentes grandes e pequenos (por exemplo 1, 5...) e impares os que
o fazem (por exemplo @, 7, ;). E facil de ver que ¢ satisfaz a equagao

8¢/ iS 0 iS ),/
i— = e | H—1=— | e" = H"Y A2
5 5 (2 ( (A.2)

Queremos portanto encontrar S tal que H' s6 tenha operadores pares. Em geral
S depende do tempo e nao é possivel resolver o problema exactamente. Podemos

contudo resolveé-lo até numa dada ordem em % De facto iremos considerar termos
, e 3 c e . .
até (energla Clnetlca) e (energla c1netlca><e2nerg1a potencial
m . - . m
conteudo fisico da equacao de Dirac.

). Isto clarificara muitos aspectos do

319
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Para a particula livre o problema pode ser resolvido exactamente. Neste caso S
nao depende do tempo e temos

¢ Hye ™ = H| (A.3)
onde
Hy=d-p+pm. (A.4)
Se definirmos
O
S =—if——~0 (A.5)
|71
obtemos
et = cosf & ﬁﬂ sin ¢ (A.6)
Pl
Entao

H = (COS@—I—ﬁﬂSine) (d-p+ pm) (Cose—ﬁwsinﬁ)
1Pl 1Pl
= a- ﬁ(cos 20 — % sin 29) + [(m cos 260 + |p] sin 26) (A.7)

Se escolhermos

o, 1Pl
sin 20 = R (A.8)

anulamos o operador impar. Entao

m
cos 20 = o (A.9)

e obtemos

H' = B\/p* +m? (A.10)

Com este procedimento anulamos as componentes impares a custa de introduzir
o operador raiz quadrada. Mas agora também estao presentes as solugoes de energia
negativa pois os valores proprios de § sao £1. O operador Eq. [A.10 tem problemas
por nao ser local, mas pode ser desenvolvido em série dando as correcgoes relativistas
para a particula livre

2 4
p p

H = - —
ﬁm+2m 8 m?

4| (A.11)
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Consideremos agora o caso das interacgoes com o campo electromagnético. Como
vimos o Hamiltoniano é dado por

H = a-(f—eA) + Bm+ eA°
= Bm+0O+€E (A.12)

com

—,

O = a-(p—eA)
= eA° (A.13)

onde O é impar e £ é par. Usando o facto de que S = O(1/m) temos

H = (H —ig) e "

ot
. 1 i 1
R .
S %[5, S1+ 215,18, 8]) + - (A.14)
Se tomarmos S = % (sugerido pelo caso livre) obtemos
H =pm+ 0 +¢& (A.15)
onde
,_ P o 0
(@) —2m[(9,5] 3m2+262m (A.16)
e
, 0? o* 1 i :
£ =45 (- o) - 50 0.8 - g 10,0 (A.17)
onde O é agora de O (%) Iterando o processo com S' = —Zﬂ% conduz a H" =
Bm+ 0"+ &" com 0" = O (=5). Finalmente um terceiro passo com S” = —iﬁf;
conduz a
H/// — /Bm + m + O/// ‘l’ g/// (A18)

onde O” =0 (#) Desprezando este termo obtemos finalmente
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o o 1 i .
" ~ _ _
H" ~ 8 <m Ty mg) 5 310.(0.<] 0.0 (A19)

Depois de alguma algebra simples obtemos

H"’:B<m+ _
m

e , = - e L = e = =
+<—8m2a~V><E—4m2U~E><p)— mV~E (A.20)

Os diferentes termos podem ser interpretados facilmente. O termo no primeiro

paréntesis representa o desenvolvimento de \/ (p— eA)? + m? até a ordem conside-

rada. O termo em & - B representa a energia de interaccao dum dipolo magnético
com g = 2 enquanto que o A° é a energia electrostatica duma particula de carga
e. O termo seguinte corresponde a interacgao spin-érbita. Os dois termos sao ne-
cessarios para assegurar a herm1t1c1dade de H". Para o caso dum potencial estatico

e esfericamente simétrico Vx E=0e E = —VAO pelo que obtemos:
= 10V 10V, -
g (ExXp)=———0-TXp=———0"-L (A.21)
r or r or
e portanto
e 10V _ -

Hsp =——-——0-L A.22
SO = T2 orC ( )

Este termo pode ser interpretado como sendo a interac¢gao do momento magnético
do electrao com o campo de inducao magnética que ele sente no seu referencial
préprio. Isto daria

€ — = € — — -4
Haipolo = . ma-B’:—2 G-UXE
e - e 10V _ -
- _ 7. E X 7= L. A.23
2m20 xp 2m2r0r0 ( )

Como ¢ sabido este termo da o dobro de interaccao correcta spin-orbita. Isto
deve-se ao chamado efeito de precessao de spin conhecido por precessao de Thomas.
O método geral de desenvolvimento de H em poténcias de % dé a interaccao correcta
directamente. Finalmente o tltimo termo conhecido por termo de Darwin pode ser
atribuido, pelo menos qualitativamente, as flutuagoes da coordenada do electrao em
distancias or ~ %, designadas por zitterbewegung. Estas flutuacoes dao origem a
uma correccao do potencial de Coulomb dada por
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<OV > = <V(I+0r)>—-<V(r) >
1 62A° Py
235 < Or'or' > 4. (A.24)

Para um potencial simétrico devemos ter

is i 3% 2 Lo
< Ortdr! >= 3 < Or > méj (A.25)
ou seja

e — —

V- E (A.26)

<OV >~ —
6 m?2

o que aparte uma pequena diferenca do factor numérico (1/6 em vez de 1/8) explica
o dltimo termo da Eq. (A.20).

A.2 O atomo de hidrogénio

Nesta seccao comecamos por obter o espectro relativista exacto e depois ver como
coincide com as diferentes corregoes dos hamiltonianos perturbativos obtidos na
seccao anterior.

A.2.1 O espectro nao relativista

O atomo de hidrogénio é um laboratério ideal para se estudar a teoria de Dirac.
Comecamos por rever os resultados da mecanica quantica nao relativista. A equacao
de Schrodinger para o dtomo de hidrogénio é

Vi o«
o= 2= B a0 (A.27)
onde
2 20 L?
— 2 e J— [ — JR—
v (87“2 - 7’87’) T (A.28)
Podemos reescrever esta equagao na forma
2 2
(L 20N LB 2ma B () (A.29)
or?2  ror r? r

onde 1, ; sdo fungoes préprias de L?

L0 = L0+ 1)bn e (A.30)
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E,=——ma*— n=12. (A.31)
A quantificacao requer que
n=n—(+1) (A.32)
seja um inteiro nao negativo pelo que

(=0,1,..n—1 (A.33)

Cada nivel de energia tem uma degenerescéncia dada por

—_

n—

(20+1) =n? (A.34)

~
Il
o

Como é sabido, o espectro da Eq. ([A.31]) descreve somente de forma aproximada o
atomo de hidrogénio. Para se obter acordo com a experiéncia ¢é necessario introduzir
correccoes de varia ordem, a mais importante das quais é o acoplamento spin-orbita.
Na teoria de Schrodinger estas correcgoes sao calculadas em teoria das perturbagoes.

A.2.2 O espectro relativista

Como vimos na seccao 1.7 a equacao de Dirac contém automaticamente as correcgcoes
que sao necessarias na teoria nao relativista. Como a equacao de Dirac para o
potencial de Coulomb é um problema que pode ser resolvido exactamente vamos
calcular esse espectro sem aproximacoes.

Se estivermos somente interessados no espectro, o mais simples é obter uma
equacao de segunda ordem

H%*) = E*) (A.35)

onde o Hamiltoniano de Dirac se escreve

H=a-p+pm+V(r) (A.36)
com
V(r) = —% (A.37)
Algumas contas simples dao
2 20F
H* = <—v2 — O‘—Z - %io? o2 m2) Y (A.38)
r r r

pelo que a Eq. (A.35) se reduz a
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{_(az +2a)+i(L2_a2_m~@.f)_2O‘E_(E2_m2) =0 (A.39)

or?2  ror r2 T

Na representacao de Dirac a matriz @ nao é diagonal. Mas como aqui estamos
somente interessados em resolver o problema dos valores proprios é conveniente
trabalhar na representagao quiral onde (ver Problema [[.T0l)

. (o 0

a= (0 _5,) (A.40)
Entao a Eq. (A.39) reduz-se a um par de equagoes para spinores de duas componentes
que designamos por Y:

0? 20 1 . 208
{_(ﬁ+;5)+ﬁ@2_a2“w”‘ (B mh e =0 (AdD

O momento angular total J=L+S=L+ %5 comuta com H e com L?. Podemos
portanto considerar fungoes préprias de J?,L? e J,. No espaco onde J* = j(j +

1),J, = m(j: %,% i—J gmgj) e L? = (({ + 1) o inteiro ¢ pode tornar os
valores (* = j + % el =7 — % Como o operador & - 7 tem paridade (—1)¢ neste

subespaco devera ser

< (¥|G-#F >=0
< (¥|3- P[0T >=1n (A.42)

onde se usou o facto de & - # ser hermitico e (7-7)? = 1. A fase n pode ser escolhida
n =1 sem perda de generalidade (ndo afecta os valores préprios de energia).
Entao no subespaco [/* > temos

(+3)(i+1) —a* Fia

(A.43)
Fia (-3 G+p-e

N=L—d?Fiad 7=

Os valores préprios desta matriz sao facilmente calculados (notar que o 7 da
Eq.(A.42) apareceria na forma n* = 1),

G+ —a G5 —ar =204 A=y e
) —a?—y[(G+ 1) —a? = A+ 1)

(G+3) - A=y(+3) a1
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Entao a Eq. reduz-se a
2 20\ A2 20E . ],
[—<w+;§>+ﬁ—7—(E —m)zﬁ-O (A45)

onde A? = L? — a? +iad -  tem valores préprios A\(A + 1) dados pela Eq. (A.44]).
Comparando com a equagao de Schrodinger, Eq. (A.29), fazemos as identificagoes

‘= A
n —
m — FE
2m'E’ — E*—m? (A.46)

onde usamos m’, E’, para a equacgao nao relativista, para evitar confusoes na iden-
tificacao que faremos a seguir. A condicao de quantificacao deverd ser que n’ =
v — (A + 1) seja num inteiro. Obtemos entdo

1 1
E? —m? = 2m'E' = —m”0®*— — —E*a*— (A.4T)
n v
ou ainda
p="_ (A.48)
1+2
Como A\ pode ser escrito na forma

onde

1 1\
5j:]+§— ]+§ —Oé2, (A50)

entao v também diferird dum inteiro pela mesma quantidade d; ou seja

v=mn—90, (A.51)

Obtemos, finalmente,
E,;=—F——ee (A.52)

a2
1+ (n—8;)°

mostrando que os niveis de energia exactos dependem dos ntimeros quanticos n e j.
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A.2.3 Comparacao com as correcgoes ao espectro nao rela-
tivista

Comegamos por expandir a expressao exacta para a energia em potencias de .
Obtemos,

m

a2
1+ (n—d;)°

En; =

1,1 mat N 3 mat
= m—-ma’— — -
2 n? n}2j+1) 8 nt

+0(a®) (A.53)

Os diferentes termos desta expansao tém uma interpretacao muito simples. O
primeiro e o segundo correspondem, respectivamente, a energia associada a massa e
ao valor da energia na teoria de Schrodinger, sem correcgoes. O terceiro e o quarto
sao correccoes de ordem o*. Podem ser obtidos usando teoria das perturbacoes no
quadro da teoria de Schrodinger. Como vimos, quando fizemos o desenvolvimento
sistematico da teoria de Dirac com a transformacao de Foldy-Wouthuysen, ha trés
correcgoes que contribuem para esta ordem:

1y : —_
H 1 = _gﬁ correcgdes & energia cinética
e 1dV 5 -
H = -—S-L spin-6rbita
2 2m?2rdr pin-orbit
- € & g5 € 2 T g )
H3 = —8 m2v -E = 3 m2v V(’f’) = B m25 (’F) termo de Darwin (A54)

Usando as fungoes de onda do atomo de Hidrogénio nao relativista obtemos

lmo/1 1 +§a4m
23 (+1/2 8 nf

AEI = < ¢n£m‘Hl‘¢n£m >= —

AFEyz0) = < nem|Ha|nem >
1 ma 1 ¢ ; j=0+1/2
= T (A55)
4> C(l+5)(C+D) | —r—1 ; j=0-1/2
e para ¢ = 0 somente,
1 ma*
AE3(—0) =< Vnom| H3|Vnom >= 573 o (A.56)

Ha portanto que distinguir os casos ¢ # 0 e £ = 0.

) e+£0
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1 ma* 1 3 ma*
AFE, + AFEy, = —— - A.57
AR T i) R (A.57)
para os dois casos j = ¢+ 1/2.
i) £=0 (j=1/2)
1ma* 1 3mat  1ma?
AE,+AEy = ————— 4 ————  ———
1A 28 12 8t T2 s
1 4] 3 4 1 4 1 3 4
_ _1ma 1 1+_ma __1ma . L 3ma (A.58)
2 34+5 8t 2 nd j+1/2 8 nt

Obtemos portanto sempre a mesma férmula embora a origem seja diferente nos dois
Casos.

A condi¢do n’ > 0 restringe j <n—3/2paraA=j+ 1 —d; e j <n—1/2 para
A=j— % — ¢0;. Ha portanto uma degenerescéncia dupla excepto para j =n — 1/2.
Os estados degenerados podem ser distinguidos pelo momento angular orbital ¢ =
j & 1/2 excepto para j = n — = onde £ = n — 1. O espectro é entdo (usamos a

2
notagao espectroscopica nt;)
n =2 ]:1/2 6:0,1 251/2,2P1/2

j=3/2 (=1 2Py 5
(A.59)
n=3 j=1/2 (=0,1 3S12,3P)

]:3/2 €:1,2 3P3/2,3D3/2
j=5/2 (=2 3Ds/s

A.2.4 Alguns comentarios ao espectro relativista

e A separagao entre os dois niveis com o mesmo n mas diferente j, conhecida
por estrutura fina foi um dos grandes sucessos da equacao de Dirac. Como
vimos o termo de estrutura fina corresponde ao acoplamento spin-érbita que
a equacao de Dirac prevé correctamente incluindo a precessao de Thomas. A
estrutura fina é muito inferior a separacao entre niveis com n diferentes. Por

exemplo

E(2P3)) — E(2Pj5) = 4.5 x 107° eV (A.61)
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59Mc

I 2P3p

10.9 Gc

2Syp | 177Mc Iloch
A

2P 4o

59 Mc

Figura A.1:

e O atomo de Hidrogénio real é mais complicado. De facto todas as degeneres-
céncias sao levantadas. Primeiro, todos os niveis sao desdobrados devido a
interaccao do spin do electrao com o campo magnético criado pelo spin do
protao. E o chamado desdobramento hiperfino. Pode ser calculado em teoria
de perturbagoes (ver Problema [[38§]). E também de ordem a* mas é reduzido

em relacao a estrutura fina por um factor 1\"2_2 ~5x 107*. Por exemplo

. 0 . 0
E (1533*’1“ >) ~-E (15@1;@‘3t >) ~59x107%V = 1420 Mc  (A.62)

e Finalmente ha um desdobramento entre os niveis com o mesmo n e j, por
exemplo entre 25,5 e 2P /5. E o chamado do desdobramento de Lamb [63].
Experimentalmente obtém-se

A origem deste desdobramento tem a ver com as flutuagdes do campo electro-
magnético no vacuo. Os niveis para n = 2 estao indicados na Figura

Explicar quantitativamente os 1057 Mc requer o formalismo de renormalizacao
em QED, como veremos. Contudo uma ordem de grandeza pode ser obtida através de
argumentos semelhantes aos usados para explicar o termo de Darwin. Como vimos
devido as flutuagées hé uma energia adicional = ¢ < 6r* > V2V. Entao

AE,(Lamb) = é < 6r? > /@b;VQandgr

'Notar que 1 Mc = 27 MHz.
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402 1 1
= — — <o >m?(=a*m)o A.64

3 nd (2 0 ( )
Isto explica que os niveis com ¢ = 0 tenham um deslocamento para cima (energia
maior). Resta determinar < 67% >. Argumentos simples (ver Bjorken e Drell) dao
< 0r? >= 27°‘ln (é) # obtendo-se entdao AF,, (Lamb) = 670 Mc para n = 2,¢ = 0,
o que, embora longe do resultado experimental, da para entender qualitativamente

a sua origem. Para um tratamento correcto os livros de Itzykson e Zuber [34] ou
Baym [72].



Apeéendice B

Wick’s theorem

To evaluate the amplitudes that appear in the calculation of the S-matrix elements
we have to move the annihilation operators to the right until they act on the vacuum.
The final result from these manipulations can be stated in the form of a theorem,
known as Wick’s theorem, which relates the time ordered with the normal ordered
product and can be stated in the following form,

Wick’s Theorem:
T(p(x1) - p(xn)) =
= (1) p(xn)  +[O] T(p(x1)p(x2)) [0) : p(x3) -+ p(xn) : +perm.
+ (0] T(p(z1)p(2)) [0) (O] T (p(23)p(24)) |0) = (25) - - - p(xn) : +perm.

;

O T (p(x1)@(22)) [0) - - - (O] T(p(2n-1)p(xn)) |0) + perm.

n even

(O[T (p(x1)(2) |0) -+ (O] T (p(2n—2)p(Tn-1)) [0) p(zn) + perm.
n odd

(B.1)

In these expressions all the fields are in the interaction picture and obbey the free
field commutation relations.

Proof:

The proof of the theorem is done by induction. For n = 1 it is certainly true
(and trivial). Also for n = 2 we can shown that

T(p(x1)p(x2)) =: p(z1)p(xs) : +c-number (B.2)

331
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where the c-number comes from the commutations that are needed to move the
annihilation operators to the right. To find this constant, we do not have to do any
calculation, just to notice that

O]:---:]0y=0 (B.3)
Then

T(p(x1)p(ra)) =: p(1)p(2) : + (0] T(p(21)p(22)) [0) (B.4)

which is in agreement with Eq. (B.).

Continuing with the induction, let us assume that Eq. (B is valid for a gi-
ven n. We have to show that it remains valid for n+ 1. Let us consider then
T(p(x1) - @(zpy1)) and let us assume that ¢, is the earliest time. Then

T(p(@1) - p(Tns1)) =
= T(p(@1) - @(@n))o(Tnt1)
= (@) p(@n) : e(Tnt)
+ ) (01 T(p(x1) () [0) = p(3) - - p(wn) : p(Tnr1)

perm

4. (B.5)

To write Eq. (B.3) in the form of Eq. (B.) it is necessary to find the rule showing
how to introduce ¢(x,.1) inside the normal product. For that, we introduce the
notation,

() = ¢ (@) + o\ (2) (B.6)
where ¢(*)(x) contains the annihilation operator and ¢(7)(z) the creation operator.
Then we can write,

p(rr) (@) =Y [ @) [] e () (B.7)

A,BicA jeB

where the sum runs over all the sets A, B that constitute partitions of the n indices.
Then

tp(ry) () @(Tnga) =

= S T#7 @) [T @) @) + 0 (@ns)]

ABicA jEB
= Z H 0 ;) H o ()0 (2ni1)
A,B icA jEB

+> T @) (@nn) [T ¢ (@)

A,BicA jeB
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>[I0 @)Y T o @) 01 e® (@)D (@ar) 0) - (B8)

A,Bi€A keB j€Bj#k

we can now write,

(0] " (@) 0 (2r1) 10) = (0] p(2r)p(2ns1) 0)
= (0| T(¢(xr)p(Tn11)) |0) (B.9)

where we have used the fact that ¢,,; is the earliest time. We can then write
Eq. (B.g) in the form,
to(an) - e(@n) (@) = (@) -+ p(@na1) -
+3 (@) (e e(@ren) o) 1 0] T(@(@r)e(zar1)) 0)
k

(B.10)

With this result, Eq. (B.5]) takes the general form of Eq. (B.I)) for the n+ 1 case,
ending the proof of the theorem. To fully understand the theorem, it is important
to do in detail the case n = 4, to see how things work. The importance of the Wick’s
theorem for the applications comes from the following two corollaries.

Corollary 1 : If n is odd, then (0| T'(¢(x1) - - - ¢(x,)) |0) = 0, as results trivially
from Eqs. (B e (B.3) and from,

(0] ¢(a) |0) = 0 (B.11)

Corollary 2: If n is even

OIT(p(x1) - p(2a)) [0) =
= > GO T(p(x)e(2)) [0) - (0| T((wn)p(xa)) [0)  (B.12)

perm

where 9, is the sign of the permutation that is necessary to introduce in case of
fermion fields. This result, that in practice is the most important one, also results

from Egs. (B), (B:3) and (BII).
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Apeéendice C

Regras de Feynman para o Modelo
Padrao

Vamos aqui reunir as regras de Feynman para propagadores e para os vértices do
modelo padrao EI, necessarias para calcular qualquer processo ao nivel arvore. Con-
sideramos a gauge unitdria onde s6 aparecem as particulas fisicas e seguimos as
convencoes da Romao e Silva [73]. Para outras gauges ver [L1].

C.1 Propagadores

v .
[ ANNANNNN Y ey (C.1)
W _ 9u4v
g/.l,l/ M2
ANNANNAN —i v C.2
# . '@~ M+ iMyTw (©2)
Z _ Qu4v
gul/ M2
NANANANANN —i < C3
p . '~ MZ ML, (€3)
p+m
— e
p f
: (©5)
H p* — Mp '

!Mais precisamente da part}é electrofraca do modelo padrao.

335



336 Capitulo C. Regras de Feynman para o Modelo Padrao

C.2 Corrente carregada

wu,d + )
I . g — 5
— =Yy C.6
¢d \/5 M 2 ( )

C.3 Corrente neutra

Uy Uy
ZM . g f f A/J' .
—me (g'v - 9'A’Y5> —ieQ Yy (C.7)
Py (or

C.4 Interaccoes com trés bosoes de gauge

W
NG LA,
kA —ie[gas(p —k)u + 98u(k — Qo + guala — 1))  (C.8)
W
7z

W,

i?m H — Zg COS QW [gaﬁ(p - k‘)u + gﬁu(k - C])a + gua(q - p)ﬁ] (CQ)
2
W

C.5 Interaccoes com quatro bosoes de gauge

wa Wy
\ — i€2 [2gaggw — YJap98ry — gazxgﬁ,u] (C10>
0N
A, A
wa Wy
N —ig> O [2 — — C.11
\ 19~ COSUw [ 9apYur — Yaudpy gocl/gﬁu] ( : )



C.6. Interacgoes ciibicas com o bosao de Higgs

337
Wi Wy
N - B B
1€g COs QW [2gaﬁgul/ Gau9gpr gocl/gﬁu] (612)
0N
A, Z,
Wi Wy
\ 'L.QQ [2gaugﬁu — Gap9ur — gaugﬁu] (Clg)
+ 2\ -
W W,
C.6 Interaccoes cubicas com o bosao de Higgs
f
H g my
_____ g 14
< ? My (C )
f
Wi
_‘Z—[-_ ’Lg MW Guv (615)
W

(C.16)

(C.17)

1
zz', \ §g2guu

(C.18)
-
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H 7 Z,
H . K H
\;\\x:,;/ _ § Z'g2M_12LI

(C.19)

(C.20)



Apeéendice D

Formulas tteis para regularizacao

dimensional

D.1 Parametro u

A razao do parametro p introduzindo no texto é a seguinte. Em dimensao d = 4 —e,

os campos A, e 1 tém as dimensoes dadas pelos termos cinéticos da accao

/ddx {—i(@MAV — 0, A,)? +ity - O
logo

0 =—d+2+2[4,] =[4)] =

0 =—d+1+2[] =[] =3d-1)=

Usando estas dimensoes no termo de interaccao

S[ = /dd$€E’y“¢A“

obtemos

151 = —d+ e +2[¢] + [4]

= —4+6+[e]+3—6+1—§

= [d-5

(D.1)

(D.2)

(D.4)

Portanto se quisermos que a ac¢do nao tenha dimensdes (notar que h = ¢ = 1,

portanto a acgdo nao tem dimensoes) temos que por
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el =3 (D.5)

Assim vemos que em dimensoes d # 4 a constante de acoplamento tem dimensoes.
Como é mais conveniente trabalhar com uma constante de acoplamento sem di-
mensoes introduzimos um parametro g com dimensoes de massa e quando estamos
em d # 4 fazemos a substituicao

e — e (e=4—4d) (D.6)

mantendo a constante e sem dimensoes.

D.2 Funcgao I'(z) e outras férmulas tteis

A definigao da fungao I' é

ou

/ e Hdt = T (2) (D.8)
0

A funcao I' tem as seguintes propriedades

F(z4+1) = 2I'(2)
Fn+1) = n! (D.9)

Outra funcao relacionada com a funcao I' é a sua derivada logaritmica com as
propriedades

P(z) = diz Inl'(z) (D.10)
(1) =—v (D.11)
v(z+1)=vY(z)+ % (D.12)

onde 7 é a constante de Euler. A fungao I'(z) tem polos para z = 0, —1,—2,---.
Junto do polo z = —m temos
1™ 1 1™
) ()

Tl mts m (m+1)+ Oz +m) (D.13)

Daqui concluimos que quando ¢ — 0
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r(5)=2+v)+06 T(-n+5)= (_nl)n E + o+ 1)} (D.14)

que foi o resultado usado no texto.

D.3 Parametrizacao de Feynman

A forma mais geral para um integral a one-loop é

. Ak k.. ke
THLFp = D.1
" / (277 DoDy - Dy (D-15)

onde

e os momentos 7; estao relacionados com os momentos das particulas (todos tomados
a entrar o diagrama) pelas relagoes,

r; = Zpi ;o g=1...,n—1
ro = Zpi:o (D.17)

como indicado na Fig. (D). Nestas expressoes aparecem nos denominadores pro-

Figura D.1:

dutos dos denominadores dos propagadores das particulas no loop. E conveniente
combinar esses produtos num denominador comum. Isso consegue-se usando uma
técnica devida a Feynman. Vamos exemplificar com dois denominadores.

1 ! dz
ab /0 laz 4 b(1 — z)]? (D-18)
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A demonstragao é trivial. De facto

1 T
/d“" =) bla =Dz (D-19)

e portanto obtém-se imediatamente a Eq. (D.18)). Tomando sucessivas derivadas em
ordem a a e b obtemos

1 T ! Pl — g)r!
_ (p+q)/ dr D" (D.20)
arbt  T'(p)I'(q) Jo lax + b(1 — x)]P™
e usando inducao obtemos uma férmula geral
1 1 1—x1
7:F(n)/ dx1/ dzy---
ai1as - - - Ay 0 0
1—z1——zp_2 d
/ ot _(D.21)
0 l[a121 + asxg + -+ ap(l —x1 — -+ — Tp1)]

Antes de fechar esta seccao consideremos um exemplo que é ttil para o caso das
self-energy. Seja a situagdo com a cinemédtica descrita na Fig. (D.2).

Figura D.2: Diagrama de self-energy.

Obtemos

1 d
d*k 1
1 = /dx/ , »
0 (2m)d [(k +p)2 — m? + i€] [k2 — m3 + i€]
! dk 1
= /dx/ y —
0 2m)4 k2 +2p-kx+p2x —mix —m3 (1 — )+ ie
! dlk 1
= / dx/ y —
0 (2m)® [k2 4+ 2P - k — M2 + i€]
1 d
S S o
0 (2m)® [(k + P)2 — P2 — M2 + i¢]



D.4. Integrais tensoriais em regularizagcao dimensional 343

onde na ultima linha completamos o quadrado no termo no momento do loop. As
quantidades P e M? sao, neste caso,

P=uap (D.23)

M? = —xp*+miz+mi(l—2x) (D.24)

Dependem nas massas, momentos exteriores e parametros de Feynman, mas nao
no momento do loop. Mudando agora variaveis k — k — P eliminamos os termos
lineares em k e obtemos finalmente

! dk 1
I= / dx / y 5 (D.25)
0 (27T) [/{52 —C+ iG]
onde C é independente do momento do loop e é dado por
C = P?+ M? (D.26)

Notar que os fatores ie se adicionam corretamente e tudo se pode escrever como na

Eq. (D.25).

D.4 Integrais tensoriais em regularizacao dimen-
sional

Encontramos frequentemente a tarefa de calcular integrais tensoriais da forma da

Eq. (D.15), )
. Ak J LR W
Thy ke E/ (D.27)
(27T)d DQDl s Dn—l
O primeiro passo é reduzir a um denominador comum usando o a técnica da para-
metrizacao de Feynman. O resultado é

) 1 12— —Tp—2 ddl{? kbL ..l b
THite T dry - - - dz,,— n
. (”)/0 1 /0 Tn—1 /(zw)d (k2 + 2k - P — M? + i€]

1 1—z1——2p_2
= F(n)/ dxy - / dx, i IHH (D.28)
0 0

onde definimos

[t — / d%k )T R YU
" (2m)® [k2+ 2k - P — M? + ie]”
a que chamamos, a partir de agora, integral tensorial. Em principio todos estes
integrais podem ser escritos em termos de integrais escalares. E contudo muitas vezes
ter uma férmula geral para estes integrais. Podemos obter esta férmula notando que
0 1 B 2k,
oPr 2+ 2k-P—M2+id" " 242k P — M2+ i

(D.29)

(D.30)
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Usando esta tultima equacao podemos escrever o resultado final

i (4r)e/? /°° dt . 4 o) o
Ty ) VAP R T (¢ (D31
o (2t) or, 0P, ’ (D31

n 162 (1) T'(n)

onde C' = P%? 4 M?. Depois de efetuar as derivadas, os integrais restantes podem
ser feitos usando as propriedades da funcao I' (ver secgao [D.2). Notar que P,
M?, e portanto C, dependem nao sé nos parametros de Feynman mas também
nos momentos exteriores. A vantagem de ter uma férmula geral é que pode ser
programada [74] e obter todos os integrais automaticamente.

D.5 Férmulas explicitas para integrais a one-loop

Embora tenhamos apresentado as expressoes gerais para todos os integrais que apa-
recem a one-loop, Eqs. ([.22) e (D.31]), na préatica é conveniente ter expressoes ex-
plicitas para os casos mais importantes com a expansao em e ja feita. Os resultados
aqui apresentados foram obtidos com um programa para o Mathematica designado
OneLoop [74]. Nestes resultados a integragao nos parametros de Feynman ainda tem
que ser feita. Este é em geral um problema dificil. Na Ref. [60] sao explicados outros
métodos para calcular numericamente estes integrais.

D.5.1 Integrais de Tadpole
Com as definigoes das Egs. (7.22) e (D.31)) obtemos

i
1071 = WO(I‘I—AE—IHC)
I =0
i 1
= —C? g™ (34+2A, —2InC D.32
= gt B e (D.32)

onde para os integrais de tadpole
P=0 ; C=m’ (D.33)

porque nao ha parametros de Feynman e hé s6 uma massa. Neste caso os resultados
acima sao finais.

D.5.2 Integrais de Self-Energy

Para os integrais com dois denominadores, obtemos
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Io2

inZ
IZ

pro
I 2

l

62 (Ac—1InC)
i
_ I
5 (CA+O)P
i1
— 124 _ _ uw pv
= [cg (1+A.—InC) +2(A, —InC)P P}
i1 [— Cg"(1+ A, —1nC)P* — Cg**(1 + A, — InC)P*
1672 2

~Cg"(1+ A —InC)P” — (2A P*P* — 21n CP“P”)P”} (D.34)

onde, com a notagao e convengoes da Fig. (D), temos

Pr=xrl o C=2ri+ (1 —2)mj+ami —ar] (D.35)

D.5.3 Integrais com trés denominadores

Para os integrais com trés denominadores obtemos

o
Iy
L

pro
I 3

Iéwaﬁ

onde

;-
1672 2C
1,
1672 2C
) 1
N 1224 _ o wpv
1 1
R By Lo} vo( m
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— K g
Pt = xr1ry +$2T2
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C = aird+ 2573+ 2212971 - 19 + 1y mT + 29 M)
+(1 =21 — T9) M3 — 2175 — T 75 (D.37)
D.5.4 Integrais com quatro denominadores
1 1
Iy = —
o 1672 602
) -1
! 1672 6C2
o= L fogm 2P|
! 1672 12C2 L
1 1 7
e — C (g™ P© va pp po pry 2PozPuPl/:|
: 1 ¢
Iul/aﬁ _ ? 02 AE —InC po v upB va af pv
4 o3 once (O Be—mO) (g"g" + 979" + 9% g")
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onde
Pt = I1Tf+l’27’5+$37"§
C = 23] +a5r; +a3r3 + 22,007, -9 + 22, 371 - T3 + 230 w37 - T3
a1 m? + xams + x3m3 + (1 — 21 — 29 — 23) M
—21 72 — Ty T — 2375 (D.39)
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