Capitulo 2

Mecanica Quantica Relativista:
Colisoes e Decaimentos

Seguimos aqui essencialmente o capitulo 6 do Griffiths [1].

2.1 Introducao

Como vimos nas aulas anteriores ha dois conceitos fundamentais para o estudo das
propriedades das particulas elementares e das suas interagoes, a largura de decai-
mento e a seccao eficaz de difusao. Estes conceitos bésicos ja foram introduzidos
num contexto de mecanica quantica nao relativista, mas na quase totalidade das
experiéncias em fisica de particulas as velocidades sao muito perto da velocidade da
luz e portanto precisamos das expressoes relativistas.

O procedimento para calcular as taxas de transi¢ao envolvidas nos decaimentos e
secgoes eficazes € tradicionalmente designado pela regra de ouro de Fermi. Noés aqui
precisamos da regra para a cinemaética relativista e vamos da-la sem demonstracao,
procurando compreender o seu significado através de exemplos. Para uma deducao
no ambito de QED ver por exemplo o meu texto Introdugdo a Teoria de Campo [2].

2.2 A regra de ouro para os decaimentos

Consideremos a particula 1, com massa m;y, que no seu referencial préprio decai em
vérias outras particulas,
1—-24+34+---+n (2.1)

Entao a férmula para a largura de decaimento I" é,

J/
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Vamos explicar sucessivamente cada um dos fatores

A) Estado inicial
Este fator s6 depende do estado inicial através da massa da particula que
decai.

B) Futor de simetria
Para evitar contagens multiplas, quando ha particulas idénticas é preciso mul-
tiplicar por um fator 1/s! para cada conjunto de particulas idénticas, onde
s é o numero de particulas dessa espécie. Por exemplo para o decaimento
a—b+b+c+ c+c, o fator serd

S=—=x= (2.3)

C) Amplitude quadrada
A dinamica esté contida neste fator. Veremos como obté-lo a partir das regras
de Feynman.

D) FEstado final
Este fator é o espaco de fases do estado final. A conservacao de energia-
momento é assegurada pela funcao delta, e as particulas estao na camada de
massa (on-shell em inglés), satisfazendo pj = m c?. Nesta forma é claro que
este fator é invariante de Lorentz e isto é 1mp0rtante em calculos praticos.
Pode-se usar a funcao (5(p] m c )G(p]) para fazer uma das integracoes e
escrever o resultado na forma mals habitual,

dedr
% S / M (2m)46% (py Zpl H 2W)32p (2.4)

Jj=

\,_/v ~—— ~
A C D

onde, depois da integracao as particulas finais estao on-shell com p? > 0.

Exemplo 2.1 Deduza a Eq. (2.4) a partir da defini¢ao, Eq. (2.2).
Para isso é preciso recordar que

Z T (25)

onde z; sao os zeros de f(x). Assim
5 — m2e®) =5((5")? — |i* — me?) (2.6

1 1
=—8(p" — /|pI* + m3c?) + 2 5(p" + V/|p1? + m2c?)
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onde p° = \/|p]* + m2c?. Portanto

3(p" = V/Ip1* + m2c?) (2.8)

o que torna o resultado trivial usando agora,

0 — ) = 5

d*p = dp°d®p (2.9)

onde fazemos um abuso de notacao. De facto d®p = d3p

2.2.1 Dimensoes de I' e de M

A largura de decaimento foi definida como o inverso do tempo de vida média, por-
tanto tem as dimensdes de s~!. Usando esta informacido podemos obter que as
dimensoes da amplitude sao

[M] = (massa x ¢)*™" (2.10)
onde n é o numero total de particulas do processo.

Exemplo 2.2 Mostre a Eq. (2.10)
Para isso comece por mostrar que

[A] = {%1%} = (massa x ¢) 2s (2.11)

e que
[D] = (massa x c)*"° (2.12)

Usando as Eqs. (2.11) e (2.12) obtemos entio a Eq. (2.10).

2.2.2 Decaimentos para duas particulas

Para decaimentos com duas particulas no estado final as integracoes podem ser feitas
até ao fim e o resultado é particularmente simples'.
De facto da Eq. (2.4) obtemos,

) d3p2 d3p3
° (2m)32p3 (2)32p]

ddep:s
—_— 5
327r2hm /|M| (P = P2 =po)= 0" Py s

d3*p
2 2 - L 19 59 1y 2 9
_327T2hm1 / [M["0 (mlc \/ |9a|? + m3e \/ Iz +m3c>p—0p0 (2.13)
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4 ¢4
r— 2hms/uw (27)46 (py

IEstamos a supor que somamos sobre todos os spins do estado final e fazemos médias sobre os
spins do estado inicial. Assim a amplitude sé pode depender dos produtos internos do 3 quadri-
vetores e estes podem sempre ser escritos em termos das massas, nao envolvendo angulos.
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onde fizemos a integracao em ps3, da qual resultou ps + p3 = 0. Como anteriormente,
|pi|2 + m?c?. Para prosseguir usamos coordenadas esféricas no espago dos
momentos, isto &,

d*py = dQs|Ps|*d|ps| (2.14)

Nas nossas hipétese M nao depende dos angulos e a integragao nas variaveis angu-
lares da particula 2 podem ser feitas dando 47. Obtemos entao,

S o d(myc — 2 4 m2c2 — \/|ps|? + m3c?
—or [l o e PR VIBEE ISy
8mhmy PPy

Usando agora,

Smie — I+ mie — i+ miet) = W= o)
=+
P2 P3
obtemos finalmente,
S
I'= 2.17
o Bl M (2.17)

2.3 A regra de ouro para as seccoes eficazes

Consideremos que temos a colisao
14+2=53+44---+n (2.18)

A regra de ouro para a secgao eficaz é entao,

h2 / 5 n n d3p
o= S [ IMP @)t +pe =Y p) [ o5t
4/ (p1 - p2)* — mimiet Zg jHQ (2m)32p3
~ N~ = ~
A B C D

(2.19)
A explicacao dos termos B, C' e D é a mesma que anteriormente. O tinico termos
novo é

A) Estado inicial
Este fator tem que ver com o fluxo do feixe incidente e a densidade de particulas
no alvo. A vantagem de escrever a secgao eficaz como na Eq. (2.19), reside no
facto de cada termo ser invariante de Lorentz para transformagoes ao longo
do eixo do processo. Isto quer dizer em particular que se deve obter a mesma
seccao eficaz total no referencial do Laboratorio e no referencial do CM.

Exemplo 2.3 Mostre que as dimensdes de M continuam a ser as da Eq. (2.10).
Para isso comece por mostrar que a sec¢ao eficaz (uma drea) é

(0] = [1]* (massa x ¢) 2 (2.20)
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e que agora o termo do estado inicial vem também
[A] = [1]* (massa x ¢) (2.21)

notando que agora
[D] = (massa x c)*"® (2.22)

obtemos a Eq. (2.10).

2.3.1 Colisoes 1 +2 —+ 3+ 4 no CM

A colisdo mais simples é a colisao 1 + 2 — 3 + 4. Mas mesmo neste caso nao é
possivel em geral fazer as integragoes até ao fim sem saber a amplitude M. A
razao é que com 4 quadri-momentos nao é possivel exprimir todos os invariantes em
termos das massas das particulas ou da energia total no centro de massa (/s ¢?).
Mas é possivel levar as integragoes bastante longe deixando s6 uma integragao nas
variaveis angulares duma das particulas. Por simplicidade vamos mostrar isto no
CM.

Consideremos entao o processo 1 + 2 — 3 4 4 no referencial CM. E conveniente
usar a varidvel de Mandelstam s, definida por?,

s = (p1+p2)?/c” (2.23)
Expandindo
2_ 22 2 2
sc® = mjc” +msc” + 2p;1 - po (2.24)
e portanto
1
pLp2=g (s—=mi—mj)c (2.25)
0 que permite escrever
4y (b1 - pa)? — mim3et = 45| ¢ (2.26)

Exemplo 2.4 Mostre a Eq. (2.26)
Sabendo que

-2 2 2 2 4 s+m%—m§24 2 4
Ip1|*c¢® =E{ —mic" = ¢t —mic (2.27)

2/
obtemos
4

N c 2
s|p1|202 =7 [(S + m% — mg) — 4smﬂ

2Estou aqui a usar as convengdes do Griffiths [1], onde s tem as dimensdes dum quadrado duma
massa.
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4
=(p1 'p2)2 - m%m%c‘l (2.28)
donde resulta a Eq. (2.26)
Obtemos entao
n*s d*ps d’py
— [ IM]? 4 — 2.29
647r2\/502|p | / | ’ (p1 +p2 —p3 — pa)—5- N W ( )

Comecamos por fazer a integragao em py,

d’ps
647r2\/_c2|p ’/|J\/l| §( sc—\/|pg|2—|—mgc2 \/|p3|2+m402)pp (2.30)

34

Agora introduzimos coordenadas esféricas para o momento p3. Os angulos 6 e ¢ sao
os angulos de difusao da particula 3 em relacao a particula 1. Escrevemos entao a
seccao eficaz diferencial,

do d|ps|[ps]° 2
) — \/ 7|2 202 _ \/ 5|2 2 2
dQ 64#2\/_c2\p| 2! IM|7o(Vs ¢ |D5|* + m3c |D5]2 + mjc?)
/ MY d|ps||ps|* o(|ps| — - - )
64W2f c|pi] pspy Ipel 1Pl
Py P
n*S 73] IMP
N AR
hS !p3|
- 2.31
T 64m2s 2 |p1] M (2.31)

Para continuar temos de saber a forma explicita de M, pois em geral depende
dos angulos de difusao.

2.4 Regras de Feynman para um modelo sem spin

Para prosseguir é necessario especificar as regras para calcular a amplitude M. Para
cada teoria as interagoes serao diferentes e algumas das regras sao também diferentes.
No entanto grande parte delas nao depende da teoria. Assim antes de vermos casos
mais complicados de particulas com spin vamos pensar num modelo com 3 tipos de
particulas escalares neutras: A, B e C'. Admitimos que tém massas tais que

ma > mp+ mgc (232)

de tal forma que A pode decair em B + C. O modelo tem uma unica interacao
representada pelo diagrama, dito de Feynman,
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com interacao dada através duma constante g que nesta teoria tem as dimensoes de
momento. Com esta interacao temos por exemplo a colisato A+ A — B 4+ B em
ordem mais baixa dada pelos diagramas da Fig. 2.1. Notar que ha dois diagramas
pois ambos os processos sao indistinguiveis e devem portanto ser somados. Para a

Figura 2.1: Processo A+ A — B + B em ordem mais baixa.

colisao A+ B — A+ B temos os diagramas da Fig. 2.2. Estes processos, em ordem

A B A B
C
yC
B A B A

Figura 2.2: Processo A+ B — A+ B em ordem mais baixa.

mais baixa, designam-se por processos ao nivel arvore (tree level em inglés) devido
a sua estrutura ramificada. Os processos em ordem superior ocorrem com malhas
fechadas (loops em inglés) como os indicados para as corregoes ao vértice indicadas
na Fig. 2.3. No espirito da teoria das perturbacoes estas correcoes sendo de ordem

B B
C
A
A A CB
B
C AC

Figura 2.3: Corregoes a 1 loop ao vértice.

g> devem ser mais pequenas do que as de ordem mais baixa e portanto em primeira
aproximacao desprezaveis.

Vamos entao enunciar as regras de Feynman. Designamos entao por pi,...,p,
os momentos que entram e saiam do diagrama e por ¢y, . . . ¢, 0s momentos internos.
Nas regras enunciadas abaixo, eu afasto-me do Griffiths pois o uso dele das fungoes
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delta, embora correto, é complicado e nao é necessario. Assim eu exijo conservacao
de quadri-momento em cada vértice, o que para os diagramas ao nivel arvore de-
termina completamente todos os quadri-momentos. Para diagramas a 1 loop ¢é fécil
de ver que falta especificar um momento, que eu designo por ¢, para dois loops dois
momentos ¢, g2 € assim sucessivamente.

1. Desenhe todas as maneiras distintas de ligar o estado inicial ao estado fi-
nal numa dada ordem da interacao. Notar que de acordo com as regras da
mecanica quantica se houver mais do que um diagrama as amplitudes tém de
ser somadas.

2. Por cada vértice multiplique pelo fator
—ig (2.33)
que nesta teoria tem as dimensoes duma massa xc.
3. Por cada linha interna com momento ¢ multiplique por
7

q2 — m2c2 (234)

designado por propagador. A massa m é a massa da particula que esta as-
sociada a essa linha. Note que ¢? # m?c?, isto é as particulas nao estdao na
camada de massa.

4. Como explicado acima aplique conservagao de energia-momento em cada vértice

5. Por cada loop escolha um momento ¢ para uma linha interna qualquer e mul-

tiplique pelo fator
dq
/—(27T)4 (2.35)

Os momentos de cada linha ficam entao determinados por conservacao de
energia momento em cada vértice.

6. O resultado da aplicacao das regras anteriores da —i M, por isso para obter
M multiplique o resultado final por i.

2.4.1 Tempo de vida média de A

Como a particula A decai, podemos calcular o seu tempo de vida média. O diagrama
de Feynman coincide com a defini¢cao do vértice. A aplicacao das regras de Feynman
da neste caso

M=y (2.36)
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Figura 2.4: Decaimento A — B + C' em ordem mais baixa.

Podemos usar agora a expressao da largura de decaimento, Eq. (2.17), para obter

2
g1l
=" 2.
8rhm?c (2.37)
e obter para o tempo de vida média,

1 8rhm’c

TS (2.38)

T =

onde

C
1 = g m ol s = 2t — amdm?, — ammt,(2:39)

2.4.2 Colisao A+A—- B+ B

Consideremos a cinematica da Fig. 2.5 A conservacao de energia momento diz-nos

A B A_> ]%B
at|C g1|C
A B A N\ B
E 1;?: Z_)I Ps3
q2

Figura 2.5: Cinematica para o processo A+ A — B + B.

que
@1 =P1—DP3, q2=DP1— P4 (2.40)
e a aplicacao das regras de Feynman da

g9 g9’
M= +
(pl - p3)2 - WLQCCQ (pl - p4)2 - mchQ
g/ g2/
t-mi  u-—mi

(2.41)
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onde na tultima passagem usamos as variaveis de Mandelstam. Por esta razao estes
diagramas costumam ser designados por canal ¢ e canal u, respetivamente. Introdu-
zindo esta expressao na seccao eficaz diferencial, Eq. (2.31), obtemos,

do 1 RBg" | 1 Ik
o _ 2 "9 _|113| ~+ _ (2.42)
a2 64m3scS |py| [t—mE  u—md

Para prosseguir deviamos escrever ¢ e u em termos dos angulos de difusao no CM,

EyE

t =(p — p3)?/? =m% +mp — 2 (1 — B3 cos )
c
EE
u=(p —ps)?/F =m4 +m% —2 24 4(1+B4/6’1 cos ) (2.43)

onde f3; sao as velocidades das particulas no CM, e 6 é o angulo de difusao entre a
particula 1 e 3. Notar que F3 = E, e 3 = [, pois tém a mesma massa. Notar ainda
na Eq. (2.42), o fator S = 1/2 pois ha duas particulas idénticas no estado final.

2.4.3 Processos de ordem superior

Os exemplos que vimos foram de processos em ordem mais baixa. Quando se pre-
tende ir para as ordens seguintes de teorias de perturbagao, os problemas aparecem.
Nao vamos aqui explicar em detalhe como eles sao resolvidos, mas vamos dar um
caso simples para vermos que tipo de problemas aparecem.

Para exemplificar vamos considerar as correcoes ao propagador da particula A,
também designada por self-energy. O diagrama de Feynman correspondente é mos-
trado na Fig. 2.6. Aplicando as regras de Feynman, obtemos para a amplitude,

q

A A

v 7
p+aq

Figura 2.6: Self-energy da particula A

. d*q 1
M=is [ e T (2.44)

As integragoes sao feitas de —oo a +o0o. Imediatamente vemos que ha problemas
pois para g grande o integral diverge logaritmicamente,

1 d
/q3dq — = /_q = 00 (2.45)
q q
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Este problema levou mais de 30 anos a ser compreendido e resolvido através
do procedimento chamado de renormalizacao. O estudo deste procedimento estd
para além deste curso introdutdrio, mas podemos dizer que o problema foi resol-
vido duma forma completamente satisfatéria, produzindo a teoria renormalizada
resultados compardveis com sucesso com a experiéncia. Para uma explicacao do
procedimento em QED ver Ref. [2].
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Problemas capitulo 2

2.1 O tempo de vida média 7 duma particula instavel (que decai noutra) é definido
como o tempo ao fim do qual o nimero de particulas é reduzido a 1/e do seu valor
inicial, ou seja

_t
N(t) = No e 7
onde Ny é o nimero de particulas no instante inicial e 7 é referido ao referencial

no qual a particula se encontra em repouso. Sabendo que os pides carregados tém
T, = 2.6 x 107® s e m, = 140 MeV calcule:

a) O fator v para um feixe de pides de 200 GeV.
b) O tempo de vida média no referencial do Laboratério.

c¢) Calcule a percentagem de pides que decaiu ao fim de percorrerem 300 m no
Laboratorio. Se nao houvesse dilatacao no tempo qual seria a percentagem ao
fim da mesma distancia?

2.2 Considere o decaimento A — B+ na teoria descrita na sec¢ao 2.4. Mostre que
no referencial em que a particula que decai estd em repouso, o médulo do momento
de cada uma das particulas no estado final é dado pela Eq. (2.39),

1] = ﬁ\/mj + mE +m¢ — 2mAim% — 2mAmi — 2mEm?, (2.46)
A

2.3 Considere a colisdo 142 — 3+4 no referencial do lab (particula 2 em repouso).
Considere ainda que as particulas 3 e 4 nao tém massa. Mostre que a seccao eficaz
diferencial se escreve

d h 2 - 2
@ _ () [p— [Pl M| _ (2.47)
ds) 87 ma|p1|(Ey + mac?) — |pi|ccos O

2.4 Considere a colisdo 1+2 — 3+4, no referencial do lab (particula 2 em repouso).
Mostre que a seccao eficaz diferencial se escreve

d_U _ <£)2 |ﬁ3’2|M|2 (2 48)
ds§? s m2|ﬁ1] ’(El +m262)’ﬁ3| — |ﬁ1‘E3 COS (9‘ -
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2.5 Nas condi¢oes do problema 2.4 os dados do problema sao as massas das
particulas e a energia do feixe incidente (particula 1) no referencial do laboratério.
(Nota: Neste problema considere h = ¢ = 1)

a) Mostre que o momento |p3| no lab se obtém resolvendo a equagao

B++B? - AC
P3rap = A (249)

com
A =4(Ey +my)® — 4p3, , cos” 0
B =2py;,, cosf [(El + m2)2 — mi + mg — p%Lab]
C =4m3 (By +ms)® — [(By 4+ my)* —m2 +m2 — pdp ]
Piray =E7 —mj (2.50)
Qual o significado dos sinais + na Eq. (2.49)7
Sugestao: Veja a seccao 3.6 e o problema 3.8 da Ref. [2].

b) Considere agora que m; = mg = 2 GeV, my = my = 5 GeV. Considere ainda
que E; € [100,1000]GeV. Faga um grafico da secgao eficaz no referencial do
lab e no referencial do CM e confirme numericamente que conduzem ao mesmo
resultado.

2.6 Considere no quadro da teoria ABC, descrita na seccao 2.4, o processo
A+B—A+B (2.51)
Em ordem mais baixa os diagramas sao os indicados na Fig. 2.2.
a) Calcule a amplitude M.

b) Escreva a expressao para a seccao eficaz diferencial no referencial do centro de
massa.

2.7 Considere o processo A+ A — A+ A.
a) Desenhe todos os diagramas (seis) que contribuem em ordem mais baixa.

b) Assumindo mp = m¢ = 0 encontre a amplitude para este processo. Deixe o
resultado na forma de integral.
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