Capitulo 4

Equacoes de Klein-Gordon e Dirac

Seguimos aqui as secgoes 7.1 a 7.3 do Griffiths [1] e as sec¢oes 1.2 a 1.5 de ITC [2].

4.1 A equagao de Klein-Gordon.

Comecemos pela particula livre. Em mecanica quantica nao relativista a equacao
de Schrodinger é obtida da equagao fundamental

0
h—y =H 4.1
th=r¥ (G (4.1)
usando o Hamiltoniano livre nao relativista que é

2
p
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e fazendo a substituicao p'— —ifiV. Obtemos entao

Lop R,

A primeira ideia que surgiu para generalizar esta equagao para uma particula rela-
tivista foi usar em vez da Eq. (4.2) o Hamiltoniano relativista. Para uma particula
livre o Hamiltoniano ¢ a sua energia e devemos ter

H=E (4.4)

A energia estd relacionada com o momento linear através da relagao

pup" = m*c? (4.5)

onde

r=(53) oo
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Temos entao

E*

= TPP= m?c? (4.7)
ou seja

E? = p*® + m?c! (4.8)

Classicamente exige-se que as energias sejam positivas por isso deverfamos ter no
caso relativista

H = +/p*c® + m2c* (4.9)

Somos imediatamente confrontados com o problema de interpretar a raiz quadrada
dum operador. Para evitar este problema vamos encontrar uma equacao para H?2.
Isto obtém-se facilmente iterando a Eq. (4.1) e observando que [zh gt,H] = 0.
Obtém-se entao
92
—hQ@ = (—B2AV? + m2c (4.10)

ou ainda

{DJF (%)1 Y =0 (4.11)
onde O = J,0". Agora nao temos dificuldades em interpretar os operadores mas
introduzimos no problema as solucoes de energia negativa que também sao solugoes
da Eq. (4.11). Como veremos as solugoes de energia negativa nao podem deixar de
existir em mecanica quantica relativista e a sua interpretacao estd relacionada com
as antiparticulas. A observacao experimental de antiparticulas veio a confirmar esta
interpretacao.

Mas nao foi a existéncia de solugoes com energia negativa que levou ao aban-
dono da Eq. (4.11), chamada equagao de Klein-Gordon [6-8], como equacao rela-
tivista para o eletrao mas antes outro problema relacionado com a densidade de
probabilidade. Partindo da Eq. (4.11) e da equag@o complexa conjugada obtemos

¢{D+< )}w ¢{D+< )}w—o (4.12)

ou

= YO0 — YOy = 3,(470" 1) (4.13)
onde w*guw = z/z*guw — 7,[1*8 1. Temos entao

9 J =0 o JP=10" (4.14)
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=

Na identificagao usual J* = (pc, J) pelo que a densidade sera

1 oY o*
-2(5-%)

c ot ot
Esta equacao mostra que p nao pode ser interpretado como uma densidade de proba-
bilidade por nao ser definida positiva. Finalmente uma terceira razao fez abandonar
a equagao da Klein-Gordon. De facto ela nao conduz aos niveis de energia do atomo
de hidrogénio (ver Problema 4.3).

Se excetuarmos esta tultima razao, a Eq. (4.11) foi abandonada pelas razoes
erradas. De facto pode-se mostrar que ela é a boa equacao relativista para particulas
de spin zero, razao pela qual nao pode explicar os niveis do dtomo de hidrogénio
onde os efeitos do spin sao importantes. As solucoes de energia negativa serao
compreendidas e a densidade p serd re-interpretada nao como uma densidade de
probabilidade mas antes como uma densidade de carga.

(4.15)

4.2 A equacao de Dirac

Confrontado com os problemas anteriores Dirac propds uma outra equagao relati-
vista para o eletrao [9,10]. Como na equagao fundamental, Eq. (4.1), a derivada
em ordem ao tempo aparece linearmente é natural admitir num contexto relativista
que o Hamiltoniano seja também linear nas derivadas em ordem as coordenadas e
portanto escrevemos

0P e

zha = <—zhcoz -V + Bme ) v = Hy (4.16)
E facil de ver que o' e 8 nao podem ser nimeros pois entao a relacao entre energia
e momento duma particula relativista nao seria verificada. Também v nao pode ser
um escalar se p = ©¥*1 é para ser interpretada como a componente temporal dum
4-vetor corrente. Assim Dirac propos que @ e [ sejam matrizes hermiticas N x N
(para que H seja hermitico) e que 1 seja uma matriz coluna com N elementos.

U
o= : (4.17)
Un
A Eq. (4.16) é entao interpretada como uma equacao matricial. Para que ela faca
sentido devemos satisfazer as condigoes:

e Deve dar a relacao correta entre a energia e o momento isto é £ = p2c?+m?c?,
para uma particula livre.

e Deve fornecer uma probabilidade definida positiva.

e Deve ser covariante para transformagoes de Lorentz.
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Vejamos os dois primeiros requisitos. Para que se obtenha a relagao energia-momento
correta basta que cada componente satisfaca a equagao de Klein Gordon. Para isso
iteramos a Eq. (4.16)

2
—hQa—dJ = (—thea'V; + Bmc?) zha—w (4.18)

ot ot
9 2o/ozj +a’a’

= hc fvivj —ihmc*(a'B + Ba’)V; + B2mict| ¢
Para que cada componente satisfaga a equagao de Klein- Gordon devemos ter
a'ad + adat = 207
a'B+ fat =0 (4.19)
(@) =p=1

Complemento 4.1

Na Eq. (4.18), que conduziu as relagoes anteriores, simetrizdmos o produto a‘a?. Como
este tipo de situacao vai aparecer vérias vezes, expliquemos um pouco mais. Tomemos
como exemplo o espaco euclidiano a 3 dimensoes com métrica d;;, mas os resultados sao
independentes desta hipétese. Seja T;; um tensor de segunda ordem neste espago (o
que quer dizer que se transforma como as coordenadas em cada um dos seus indices),
Aj; = —Aj; um tensor anti-simétrico e S;; = Sj; um tensor simétrico. Entao

AijSij = A12S12+ A2So1 + -+
= A12512 — A12S12+ -+
=0 (4.20)

pois é sempre possivel rearranjar os termos para se cancelarem dois a dois. Dizemos
que a contracao dum tensor simétrico com um tensor anti-simétrico é sempre nula. Por
outro lado, um tensor sem simetria definida, pode ser sempre decomposto nas suas partes
simétrica e anti-simétrica, isto é,

1 1
Ty = 5T +T5) + 5 (T — Tj)
_ S A
= T; + T} (4.21)
Entao obtemos facilmente
A . _ mS

Temos portanto que construir 4 matrizes que anticomutem, sejam hermiticas
e cujo quadrado seja a identidade. E desde logo claro que nao podem ser 2 x 2
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pois s6 ha 3 matrizes 2 X 2 que anticomutam, as matrizes de Pauli. Para ver a
dimensao minima em que é possivel realiza-las, observemos que sendo hermiticas os
seus valores préprios sao reais e iguais a £1 pois o> = 2 = 1. Das relacoes de
anticomutacao pode-se concluir que tém traco nulo. Por exemplo

o = —pa’p (4.23)

ou seja

Tr(a') = Tr(—Ba'B) = —Tr(a') =0 (4.24)

Isto tem como consequéncia que N deve ser par para que o numero de valores
proprios +1 e —1 seja igual. Como N = 2 esta excluido devemos ter N = 4 como
a dimensao mais baixa onde se realiza a Eq. (4.19). Uma representagao explicita, a
chamada representacao de Dirac é

RO L IR Y -
onde o; sao as matrizes de Pauli:
01 0 —i 1 0
0—1:[1 0} | 02:[@' 0] ; 03:[0 —1} 20

E um exercicio trivial verificar que a Eq. (4.25) satisfaz as condigoes da Eq. (4.19).
Claro que a escolha nao € iinica, mas voltaremos a este assunto mais tarde.

Vamos agora ver a questao da corrente de probabilidade. Para isso escrevemos a
equagao conjugada hermitica da Eq. (4.16). Atendendo a que o’ e 3 sdo hermiticas,
obtemos

. awT (o S 2
—zhﬁ = ' (thea'd; + Pmc?) (4.27)

Multiplicando a Eq. (4.16) & esquerda por ¢! e a Eq. (4.27) & direita por v e
subtraindo obtemos

i (1) = —iheV (Wla'y) (4.28)

ou ainda

9 (wt) + 9 - (Weas) = 0 (4.29)

o que permite identificar uma densidade de probabilidade e uma corrente de proba-
bilidade:

p = P (4.30)
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i = wlieay (4.31)
Integrando a Eq. (4.29) em todo o espago obtemos

d

- Tofy —
- / dzip =0 (4.32)

o que esta de acordo com identificarmos 111 como uma densidade de probabilidade
definida positiva.

A notacdo das Eq. (4.29) e (4.31) antecipa o facto de j ser um 3-vetor. De
facto temos de mostrar isso e muito mais. Na seccao seguinte demonstraremos que
g = (cp, j) ¢ um 4-vetor conservado, d,7* = 0 e que a equacao de Dirac é covariante,
isto é, que mantém a mesma forma em todos os referenciais de inércia.

Antes de continuar a discutir a equacao de Dirac vamos introduzir uma con-
veniente notagao 4-dimensional. Multiplicamos a Eq. (4.16) por %6 a esquerda e
introduzimos as matrizes

WY=p 7V=pBab i=1,2,3 (4.33)

Entao a equacao de Dirac escreve-se

(thy"9, — mc)yp =0 (4.34)

ou ainda

(th) — mc)yp =0 (4.35)

onde se introduziu a notagao, devida a Feynman

d=~"0, (4.36)

As matrizes v#, na representacao de Dirac, sao

0o __ 1 O . i O g;

E f4cil de ver que as relagoes da Eq. (4.19) se escrevem duma forma compacta em
termos das matrizes v, isto é

P+ = 29" (4.38)
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4.3 Solucoes para a particula livre

4.3.1 Sistema de unidades h=c=1

Em fisica de particulas é usual utilizar um sistema de unidades em que 7 = ¢ = 1.
Isto simplifica muito as expressoes e os cédlculos numéricos. Vamos rever aqui os
conceitos fundamentais.

No sistema de unidades i = ¢ = 1, complementado com ¢y = o = 1 (notar que
¢ = 1 implica €y = 1), s6 ha uma unidade independente. Qual se escolhe depende
da situacao, umas vezes a energia, outras o tempo ou ainda a distancia. A conversao
faz-se usando as relagoes:

1 =c=2999792 x 10° ms™! — 1s5=2.999792 x 10° m (4.39)
1 =hc = 197.327 MeV.fermi — 1 MeV ™' =197.327 x 107" m (4.40)
1 =h=1.054571 x 107* Js — 1 J.s=9.482529 x 10* (4.41)

Como exemplo, vamos escrever as varias unidades em termos da energia. Temos
sucessivamente

1 m =5.067730 x 10*2 MeV !

s =1. X S\ .
1s=1.520214 x 10** MeV ! 4.42

1Js _1J.les
Im2x1s?t 1 m?

1 Kg = — 5.613088 x 10% MeV .

Particularmente tteis sao as relagoes:

1s™' =6.578023 x 10~%* MeV
1 barn =107%* cm? = 2.568189 x 1073 MeV 2
1 pb = = 2.568189 x 10~** MeV 2 (4.43)
1 MeV~2 =3.893794 x 10" pb
1 GeV ™% =3.893794 x 10% pb
1eV™2=1.5202 x 10" Hz

Se quisermos podemos sempre re-introduzir as potencias de h e ¢, como no exem-
plo seguinte.
Exemplo 4.1 Considere que um cdlculo da sec¢ao eficaz deu o resultado
1
o=A- (4.44)
s

onde A € um parametro sem dimensoes e s o quadrado da energia (massa) no
CM. Vamos escrever a expressao introduzindo as poténcias de h e c.
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Para isso comecamos por escrever
o= \-h% (4.45)
s

Sabemos que a secg¢do eficaz tem as dimensoes duma drea e que [s] = [M]>.
Por isso devemos ter

1 p 8
2 2—1 -1
L =0 (ML T ) (LT )
=M 2Ptk (4.46)
que tem como solucao o = 2, = —2. O resultado final serd portanto,
AR
= 4.47
0= (4.47)

o que se pode comparar com a Eq. (2.31).

4.3.2 Solugoes da equacao de Dirac no referencial proprio

Tomemos a equagao de Dirac para a particula livre (h = ¢ = 1 a partir de agora)

(1@ —m)(x) =0 (4.48)

A Eq. (4.48) admite como solugbes ondas planas

b(x) = w(ple P (4.49)
desde que p,p* = m?. Isto implica que (p°)? = E* = p- o+ m?, e portanto
temos solugoes com energia positiva e negativa. Nas nossas convencoes fazemos
p’ = E/c=/|p|> + m? > 0 sempre, pelo que devemos ter

—1 I
Yr(x) = w"(p)e* TP (4.50)
onde €, = +1 para solugoes de energia positiva e negativa, respetivamente, e o indice
r explicita as diferentes solucoes independentes, como veremos de seguida.
Para determinar w" (p) vamos considerar primeiro o caso da particula em repouso.
No referencial proprio a equacao de Dirac reduz-se a

2

0
(i 705 - m) =0 (4.51)
Usando a representacao de Dirac, Eq. (4.37), é facil de ver que a equacgao se escreve
m(e9" = 1) " =0 (4.52)

onde 4
Y= wT(O)e_”’“mt (4.53)
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com
g = {j L éi (4.54)
e
1 0
w(0) = vV2m 8 . w?(0) = V2m é (4.55)
0 0
0 0
w?(0) = vV2m (1) ; w(0) = v2m 8 (4.56)
0 1
Vemos portanto que » = 1,2 sao solucoes da energia positiva e r = 3,4 da

energia negativa. O factor v/2m da normalizacao foi introduzido por conveniéncia
como serd claro mais tarde (esta normalizacdo é a nossa tnica diferenga em relagao
as convengoes de Bjorken e Drell). Se usarmos o operador

= g 0
Y= [0 5} (4.57)
vemos ainda que w(r)(()) sao funcoes préprias de 3 com valores préprios 1. Assim
as solugoes r = 1, 2 descrevem o eletrao de Schrodinger-Pauli e as solucoes de energia
negativa, r = 3,4 serao interpretadas mais tarde. Na re-interpretacao de Dirac das
solucoes de energia negativa como as anti-particulas, a auséncia de um eletrao de
energia negativa com spin CP corresponde a um positrao com spin down, por isso
w3(0) corresponder4 a spin down enquanto que w?(0) a spin up.

4.3.3 Solugoes da equacgao de Dirac para p # 0

Se tivéssemos visto como os spinores se transformam num transformacao de Lorentz,
poderiamos aqui fazer simplesmente uma mudanca de referencial. Voltaremos a este
assunto na seccao seguinte, mas sem demonstracao, pelo que aqui vamos construir
as solugoes para p # 0 diretamente seguindo de perto o Griffiths. Queremos solugoes
da forma

U(z) = Nw(k) e ke (4.58)

onde N é uma normalizacao a determinar no final. Substituindo na Eq. (4.48)
obtemos

(v -k =m)w(p) = (f —m)w(k) =0 (4.59)

onde usamos a notacao, devida a Feynman,

ol

b=k, =v k="K -7 (4.60)
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Comecemos por notar que a Eq. (4.59) é uma equacao algébrica matricial. Na

representagao de Dirac temos

- K k.
— OkO_—'.k: .
=k [/«5 —k:]

° q

pelo que escrevendo o 4-spinor w em termos de dois bi-spinores,

w(p) = M

wpB

obtemos

Estas equacoes conduzem as relagoes,

1

WA:m(k'&>ZUB, wB:k0+m(k-5')wA,
A consisténcia requer entao que
1 7. 2)\2
WA = Gy — (B 0)

Mas usando (k - 7)2 = |k|?, concluimos que deve ser

K[ = (k) —m?, (k%) — [k[* = m”

—

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

Exemplo 4.2 Mostremos que (k- 3)* = \EP Para isso usamos a propriedade das

matrizes de Pauli,
O'iO'j = (5@' + ZGijkO'k

para obter
(k . 0_")2 = kiijin = ‘k”Q

(4.68)

(4.69)

onde no ultimo passo usamos o facto de a contracdo dum tensor simétrico com

um anti-simétrico se anular.
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Portanto k* deve ser um quadri-vetor relacionado com o 4-momento da particula
por
k= +p* (4.70)

correspondendo o sinal + as solugoes de energia positiva, as particulas e o sinal —
as solugoes de energia negativa, as anti-particulas.
Podemos agora construir 4 solugoes independentes da equagao de Dirac. De facto

1. Escolher wy = {(1)} . Entao (E =p°)
1 _cp-a |1
Wy = {0} W= {0} (4.71)
0 .
2. Escolher wy = L} Entao
|0 _cp-a |0
wy = L} W= L} (4.72)
1 -
3. Escolher wg = [O] Entao
|1 B cp-o |1
wp = |:O:| , Wy = E+m |:O:| (473)
0 .
4. Escolher wg = {1} Entao
10 _cp-a [0
wp = {J WA= {J (4.74)
Com a normalizagao candnica,
whw = 2E (4.75)
obtemos finalmente as quatro solucgoes independentes,
1 [0 ]
0 1
) = VEFm | P | u® = VB |y (4.76)
E+m E+m
Da + 1Dy —Dz
E+m L E+m |
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e — . —
Pz — 1Dy Dz
E+m E+m
v =VE +m P v® =VE+m Le T, (4.77)
- E+4+m |’ - E+m :
0 1
1 0

onde usamos a notagao convencional, u para as particulas e v para as anti-particulas.
Notar que devido aos sinais na Eq. (4.70), as equagoes para u e v diferem dum sinal
(ver Eq. (4.59))

p—m)u=0, (P+m)v=0. (4.78)

4.4 Covariancia da equacao de Dirac

4.4.1 Transformacoes de spinores
Escrevemos a equacao de Dirac na forma,
(i7"0, — m)() = 0 (4.79)

sem nunca nos preocuparmos em que referencial estamos. A razao é que estamos
implicitamente a usar o facto de que deve ter a mesma forma em todos os referenciais
de inércia, isto é no referencial S’ deverd ser

("0, —m)Y'(2") = 0 (4.80)

Numa transformacao geral entre S e S’ definida através das transformacoes,
o = a*,z” (4.81)
um escalar fica invariante ¢'(2’) = ¢(z), mas um vetor muda como as coordenadas,
At =at, AY. (4.82)
A questao é saber como se transformam os spinores nas transformacoes da

Eq. (4.81). Nao vamos explicar esta questao aqui (ver a Ref. [2]) mas s6 dar o
resultado. Se definirmos

U(af) = S(a)y(z) (4.83)

entao a equacao de Dirac é covariante se
S(a)y"S™(a)a", =+ (4.84)

A forma explicita depende do tipo de transformacoes de Lorentz. Assim
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1. Rotagoes ‘
Sp = ez (4.85)
onde 6 é um vetor coma direcao da rotacao e médulo igual ao angulo de rotacao
= g 0
Y= { 0 5} (4.86)

Notar que em cada bloco diagonal os spinores transforma-se como em mecanica
quantica nao relativista.

2. Transformacoes de Lorentz (boosts)

S, = e 290 (4.87)

onde @ sao as matrizes de Dirac, e & é um vetor na direcao da velocidade
relativa entre S e S’ tal que

‘7’
tanhw = Vi (4.88)
c
3. Inversao no espago (Paridade)
Neste caso
1 0 0 0
0 -1 0 O
B
“v=10 0 -1 o (4.89)
0 0 0 -1
e portanto a Eq. (4.84), dé

4.4.2 Adjunto de Dirac

A escolha mais simplista para formar um invariante seria tf1). Contudo esta quan-
tidade nao é um escalar mas sim a componente temporal dum 4-vetor, como vimos
na discussao da corrente de probabilidade. Como formar entao um escalar? Para
isso notemos, que

St =8, #S;" — Ty £y (4.91)

contudo podemos mostrar que para todas as transformagoes de Lorentz devemos ter
ST =~057140 (4.92)
Por isso se definirmos o chamado adjunto de Dirac

U(w) = M (2)" (4.93)
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entao temos o

W =5y, P =S (4.94)
e portanto o - B

P = SISy =y (4.95)
e é portanto um escalar, invariante para todos os tipos de transformagoes de Lo-
rentz.

4.4.3 Covariantes bilineares

Tal como qualquer matriz complexa 2 x 2 se pode exprimir em termos de 4 matrizes
linearmente independentes (por exemplo a matriz identidade mais as matrizes de
Pauli) assim qualquer matriz 4 x 4 se pode exprimir em termos de 16 matrizes 4 x 4
linearmente independentes. Para introduzir estas matrizes é conveniente definir a
seguinte matriz

v = 0y (4.96)

que na representacao de Dirac tem a forma

0010

0001
=110 0 0 (4.97)

0100

Da definicao resultam as propriedades importantes
{ys:7"} =0 (4.98)
(15)? = 1 (4.99)
Estamos agora em posicao de definir as 16 matrizes 4 x 4
=1 (4.100)
L= (4.101)
i

ng O-/JV = 5[7}“ P)/V] (4]‘02>
Ty =% (4.103)
| (4.104)

onde os simbolos S, V', T, A e P designam respetivamente: escalar, sector, tensor,
pseudo sector e pseudo-escalar e tém a ver com a maneira como os bilineares
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wI% a=SV,T,AeP (4.105)

se transformam para transformacoes de Lorentz. Por exemplo

V() T () = Py ()
= P(@)S 57" SY(x)
= det a a",¥(x)y57" Y (x) (4.106)

onde se usou o facto de [S,7;] = 0 para transformagoes de Lorentz préprias e
{P,v5} = 0 para a inversio no espago. Isto mostra que ¥(z)y57,¢(z) se trans-
forma como um sector axial ou pseudo-sector. De forma semelhante se podiam
demonstrar as propriedades de transformacao dos outros bilineares.

4.5 Interpretacao das solucoes de energia nega-
tiva

Apesar de todos os sucessos da equagao de Dirac descritas anteriormente o problema
das solugoes com energia negativa continua por resolver. Este problema nao é um
problema académico, pois é preciso explicar porque é que os electroes nos atomos
nao efectuam transicao para estados de energia negativa. Por exemplo um calculo
simples dé para o electrao, no estado fundamental do hidrogénio, uma taxa de
transicao de 108 s~! para decair no intervalo [—mc?, —2mc?]

A teoria dos buracos de Dirac

Foi Dirac quem primeiro forneceu um tratamento consistente das solugoes de energia
negativa. O argumento de Dirac s6 funciona para fermioes pois faz uso do Principio
de Exclusao de Pauli. Assim para Dirac o vdcuo da teoria é constituido por todos
os estados de energia negativa preenchidas. Devido ao principio de exclusao de
Pauli um electrao com energia £ > 0 nao pode entao efectuar uma transicao para
um estado de energia negativa, explicando a estabilidade dos atomos. Claro que o
vacuo tem energia e momento infinitos mas fisicamente sé6 medimos diferengas em
relacao ao vacuo e essas serao finitas.

A principal consequéncia desta interpretacao é a existéncia de antiparticulas,
neste caso o positrao. Consideremos que o vacuo tem uma lacuna ou buraco. Isto
quer dizer a auséncia dum electrao de energia —FE e carga —|e|. Mas isto pode
ser igualmente interpretado como presen¢a duma particula de carga +|e| a energia
positiva +FE, isto é, o positrao. Assim a produgao dum par electrao-positrao é
explicada esquematicamente na Figura4.1l
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E e

n mc2 / fotao

/11771 H 7] e
[T PETTTTN e

Isto é, um electrao é excitado dum estado de energia negativa deixando atras
de si uma lacuna no mar de Dirac. Como esta lacuna corresponde a um positrao
ficou criado um par ete™. Igualmente a aniquilacao electrao-positrao pode ser in-
terpretada como um electrao com E > 0 que faz uma transi¢ao para um estado com
E < 0 que estava livre (positrao ) desaparecendo portanto o electrao e o positrao,
conforme indicado na Figura4.2

Com a teoria dos buracos abandonamos a interpretacao em termos de fungoes
de onda de uma particula para passar a ser uma explicacao em termo de muitas
particulas. S6 o formalismo da segunda quantificagdo, com os seus operadores de
criacao e destrui¢ao permitird fazer uma descrigao consistente desta teoria de muitas
particulas. Essa explicagao, como veremos, também se aplicard aos bosoes, o que a
este nivel nao é possivel de explicar por nao satisfazerem ao principio de exclusao
de Pauli. Contudo a interpretacao de Dirac teve um papel determinante no desen-
volvimento da teoria e a descoberta experimental das anti-particulas foi um grande
SUCesso.
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4.6 Conjugacao de carga

Da teoria dos buracos emerge assim numa nova simetria de natureza: para cada
particula existe uma anti-particula. Esta simetria designa-se por conjugacao de
carga. Vejamos como a podemos definir. De acordo com a teoria dos buracos
devemos ter uma correspondéncia univoca entre as solucoes de energia negativa da
equacao de Dirac para os electroes

(i —eA—m)y =0 (4.107)

e as solucoes de energia positiva da equacao de Dirac para os positroes,

(i) + eA—m)y. =0 (4.108)

onde 1. é a funcao de onda para o positrao. Para encontrar a relacao observemos
que o sinal relativo entre i@ e eA é o contrario nas duas equagoes. Isso leva-nos a
considerar o complexo conjugado da Eq. (4.107). Obtemos

(—iy" 0, — ey A, —m)y* =0 (4.109)
Usando agora %T¢* = ET e YT AT = ~AHT obtemos

[ (4, + eA) —m] 7 =0 (4110

Se encontrarmos uma matriz C', nao singular, tal que
CyHTC™t = —4# (4.111)
podemos entao identificar (a menos duma fase que tomamos igual a 1)

Ye=CY' (4.112)

Que existe uma matriz C verificando a Eq. (4.111) pode ser demonstrado construindo
um exemplo especifico. Na representacao de Dirac é

C=i=—Ctl=—-Cl=-C"7 (4.113)
ou mais explicitamente
0 0 0 —1
0 —io? 0 0 1 0
C‘(—w? 0 )_ 0 10 0 (4.114)
1 0 0 O

E instrutivo ver como é que a Eq. (4.112) relaciona as solugoes de energia negativa
com as funcoes de onda do positrao. Consideremos um electrao de energia negativa
em repouso com spin para baixo. Entao
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0
=N 8 et (4.115)
1

1
e =N 8 e~ (4.116)

@)

isto é, um positrao de energia positiva e spin para cima. Portanto a auséncia dum
electrao de spin | e energia negativa corresponde a presenca dum positrao de energia
positiva e spin 1. Foi este facto que nos levou a identificar v (p, 1) com w* (p) e v (p, )
com w? (p).

A conjugacao de carga, forma conjuntamente com a paridade e a inversao no
tempo, um conjunto de simetrias discretas muito importantes para a caracterizacao
das particulas e suas interaccoes. Para um estudo mais aprofundado em teoria
quantica dos campos ver [11].
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Problemas capitulo 4

4.1 Mostre que a construcao usual da corrente de probabilidade aplicada a equacao
de Schrodinger conduz & densidade de probabilidade usual 1|* definida positiva.
Compare com a Eq. (4.12) e discuta a origem da diferenca entre os dois casos.

4.2 Considere o tensor do campo eletromagnético F,, = J,A, — 0,A,. A partir
deste tensor define-se o chamado tensor dual

a)

1
FH = S e E,,

Mostre que as equagoes de Maxwell sao
0, Fr = J"

e que estas reproduzem as leis de Gauss e Ampere (incluindo a corrente de
deslocamento introduzida por Maxwell).

Mostre que se tem
O F" =0

Verifique que esta equagao contém as chamadas equacoes de Maxwell ho-
mogéneas, isto é, V- B = 0, e V x E = —0B/0ot. Verifique que aquela
relagao é equivalente a forma mais usual (identidade de Bianchi)

OF,,+0,F,, +0,F, =0

Exprima os invariantes F,, ", F,, F* e F,,F" em termos dos campos £ e
B.

Mostre que se EF e B sao perpendiculares num dado referencial, entao sao
perpendiculares em todos os referenciais de inércia.

Considere um referencial S onde se tem E #0e B = 0. serd possivel encontrar
um referencial S” onde E' =0 e B # 07 Justifique.
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4.3 Introduza na equagao de Klein-Gordon o acoplamento minimo

i0, — 10, — eA,
e considere as solugoes estaciondrias do atomo de hidrogénio, isto é (h =c = 1)

e

Y(7,t) = ¢(7) e i Ao =

dar

a) Mostre que a equagao de Klein-Gordon se escreve

[—VZ +m® — (E + i‘ﬂ () =0

b) Mostre que esta equagao se pode resolver exatamente pelos métodos usuais
dando as energias

m =12
B = ? {g

/1_1_% :O,l, ,n—]_
onde
1/2
1 1\2
ge=0+-—|(l+3) -
2 2

¢) Expandindo em poténcias de a compare com os resultados da teoria de Schrodin-
ger incluindo correcoes relativistas.

4.4 Utilize as expressoes explicitas

0 s o0
Sp = cos§+i0~Zsin§
S, = cosh% —d}-&sinhg

para verificar que para transformacoes finitas também temos
STIyrS = at "
4.5 Mostre as relacoes seguintes:
(T)? = +1

Tr (I'") =0 ,VYa #s
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V=45 " = =205 A e = 497
VAP = g = gy + g 4P s
4.6 Prove a decomposicao de Gordon:

1 o
a(p1, 1) u(p2, S2) = om u(p1, s1) [(p1 + p2)" + 0™ (p1 — p2)u] u(pe, S2)

Sugestao: Use a identidade
#p = a'b, — ia"'b’ o,

4.7 Considere um eletrao incidente da regiao I com energia E conforme indicado
na Figura 4.3. Admita que a particula incidente tem a funcao de onda

1
Yo = 607 |
E+m
0
E
k
I T Vo

Figura 4.3: Paradoxo de Klein

a) Calcule a onda deflectida e a onda transmitida.

b) Mostre que a corrente deflectida e transmitida obedecem a

Jtrans . 4r ) Jreﬁ o (1 — T)2

Jinc (1 +7")2 , Jinc (1 +T)2

isto é, aparentemente tudo bem pois

Jinc = Jtrans + Jreﬂ

contudo
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_kz E+m

== —— e se Vo> E+m entao r<0
ki E—Vy+m 0

r
Portanto

Jref > Jinc

Comente este resultado.

4.8 Demonstre as relacoes de Ehrenfest

—Top = 1 [H, Top| = ca

dt
%ﬁop — i [H, 7o) + %ﬁop —c(E+7, % B)
onde
Top = —iV —eA
H=—i@ - V+pBm—ed A+ eA°
4.9

a) Construa o Hamiltoniano H da equagdo de Dirac para particulas livres no
espaco dos momentos.

N

b) Calcule o comutador [H , E], onde L =7 x p'é o momento angular orbital.

Y. é o momento angular intrinseco ou

N |—

c¢) Calcule o comutador [H , 57}, onde § =

spin.

d) Use os resultados anteriores para calcular {H ) j}, onde J = L + S. Comente.

4.10 Considere um eletrao descrito pela equacao de Dirac.

a) Mostre que no caso do eletrao livre se tem,

d(¥-p) _
dt

L (70
E‘(o 5)

Qual o significado desta lei de conservacao?

0

onde
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b) Considere agora que o eletrao estd num campo eletromagnético exterior A*,

independente do tempo. Calcule agora

onde T = p'— eA é o momento candnico.

¢) Em que condigoes

Qual o interesse pratico deste resultado?

Sugestao: Para um operador O que nao dependa do tempo tem-se

C;—?—z'[H,O}

onde H é o Hamiltoniano do sistema. Nao esquecer que H é diferente nas alineas

a) e b).
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