Capitulo 2

Mecanica Quantica Relativista:
Colisoes e Decaimentos

Seguimos aqui essencialmente o capitulo 6 do Griffiths [1] mas com h = ¢ = 1.

2.1 Introducao

Como vimos nas aulas anteriores ha dois conceitos fundamentais para o estudo das
propriedades das particulas elementares e das suas interagoes, a largura de decai-
mento e a seccao eficaz de difusao. Estes conceitos bésicos ja foram introduzidos
num contexto de mecanica quantica nao relativista, mas na quase totalidade das
experiéncias em fisica de particulas as velocidades sao muito perto da velocidade da
luz e portanto precisamos das expressoes relativistas.

O procedimento para calcular as taxas de transicao envolvidas nos decaimentos e
secgoes eficazes € tradicionalmente designado pela regra de ouro de Fermi. Nos aqui
precisamos da regra para a cinematica relativista e vamos da-la sem demonstragao,
procurando compreender o seu significado através de exemplos. Para uma dedugao
no ambito de QED ver por exemplo o meu texto Introdu¢do a Teoria de Campo [2].

2.2 Sistema de unidades naturais

Em fisica de particulas tratamos de grandezas a escala sub-atémica, para as quais
o sistema internacional (SI) ndo é bem adaptado. Assim faz sentido escolher um
sistema de unidades mais adaptado a estas escalas, o chamado sistema de unidades
naturais. Neste sistema as unidades [Kg,m,s| sdo substituidas por [k, ¢, GeV], onde
1 GeV =10 eV = 1.602 x 10719 J, é uma unidade de energia.

No sistema de unidades naturais é usual fazer uma simplificacao adicional, es-
colhendo h = ¢ = 1, complementado com ¢y = pp = 1 (notar que ¢ = 1 implica
€opto = 1). Assim sé hd uma unidade independente, a energia. Por vezes, em vez da
energia usa-se também a distancia ou o tempo, sendo a conversao feita usando as
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18 Capitulo 2. Mecanica Quantica Relativista: Colisoes e Decaimentos

relagoes:
1 = ¢=2999792 x 10 ms™* — 1s=2.999792 x 10° m (2.1)
1 = he=197.327 MeV.fermi — 1MeV ' =197327x 107" m (2.2)
1 = h=1.054571x107**Js — 1 J.s=9.482529 x 10* (2.3)

Como exemplo, vamos escrever as varias unidades em termos da energia. Temos
sucessivamente

Im = 5.067730 x 102 MeV~!

s = 1520214 x 10*' MeV ™! (2.4)
1Js _1Jsx1s
Im2x1s!  1m?

Particularmente tteis sao as relagoes:

1Kg = = 5.613088 x 10% MeV .

1s™' = 6.578023 x 1072 MeV
Ibarn = 107 cm? = 2.568189 x 107% MeV 2
1pb = =2.568189 x 107! MeV 2 (2.5)
1 MeV™2 = 3.893794 x 10 pb
1 GeV™? = 3.893794 x 10° pb
leV™? = 15202 x 10" Hz

Poderia parecer que ao fazer h = ¢ = 1 se perde informacao. No entanto é sempre
possivel voltar atras e re-introduzir estas constantes. Tomemos como exemplo a
seccao eficaz e + et — pu~ + pt em QED (isto é a baixas energias). No limite em
que se desprezam as massas o resultado é

Ara?

g =

GeV 2 (2.6)
S

onde s é o quadrado da energia no centro de massa e a = 1/137.032 - - - | é a constante
de estrutura fina. Se quisermos voltar para o sistema SI, usamos o facto de que uma
seccao eficaz tem as dimensoes duma area. Entao

12— (MLQT_z) 2B
— M2LAT (MLQT—1)5 (LT—l)’Y
B A2 A2 (2.7)

que tem como solucao, f = 2,7 = 2 e portanto a expressao correta, do ponto de

vista dimensional, seria
2
4th* ¢ o
o=—". (2.8)
s
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2.3 A regra de ouro para os decaimentos

Consideremos a particula 1, com massa m;, que no seu referencial proprio decai em
varias outras particulas,

1—52+43+---+n (2.9)

Entao a férmula para a largura de decaimento I" é,

I'=

% S / M (27) 6 (p Zp, Hzms m2)6(p )éf)ﬁ (2.10)

—— = = ~ v
A B C D

Vamos explicar sucessivamente cada um dos fatores

A)

B)

C)

D)

Estado inicial
Este fator s6 depende do estado inicial através da massa da particula que
decai.

Fator de simetria

Para evitar contagens multiplas, quando ha particulas idénticas é preciso mul-
tiplicar por um fator 1/s! para cada conjunto de particulas idénticas, onde
s é o nimero de particulas dessa espécie. Por exemplo para o decaimento
a—b+b+c+c+ c, o fator serd

s—2.1 (2.11)

Amplitude quadrada
A dinamica esté contida neste fator. Veremos como obté-lo a partir das regras
de Feynman.

Estado final

Este fator é o espaco de fases do estado final. A conservacao de energia-
momento é assegurada pela funcao delta, e as particulas estao na camada de
massa (on-shell em inglés), satisfazendo p? = m? Nesta forma é claro que este
fator é invariante de Lorentz e isto é importante em calculos praticos. Pode-
se usar a funcao 5(p§ — m?)@(p?) para fazer uma das integracoes e escrever o
resultado na forma mais habitual,

n n d3
= — (2m)*0%( ; 2.12
g S [ ME e -3 Mgy @2
vv SN—— -
C D

onde, depois da integracao as particulas finais estao on-shell com p? > 0.
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Exemplo 2.1 Deduza a Eq. (2.12) a partir da defini¢dao, Eq. (2.10).
Para isso é preciso recordar que

Z e (2.13)

|Z Tq

onde x; sao os zeros de f(x). Assim

o(p* —m?) =6((p°)* — |p* = m?) (2.14)
1 1
=505 00— VI )+ 5 060 + V) (219
onde p° = \/|p]? + m?. Portanto

5° — I + m2) (2.16)

o que torna o resultado trivial usando agora,

0(p°)o(p* —m?) = 2p

d'p = dp°d®p (2.17)

onde fazemos um abuso de notagdo. De facto d®p = d3p

2.3.1 Dimensoes de I' e de M

A largura de decaimento foi definida como o inverso do tempo de vida média, por-
tanto tem as dimensoes de s~!. No sistema de unidades naturais tem portanto
as dimensoes de mass ou energia. Usando esta informacao podemos obter que as
dimensoes da amplitude sao

[M] = (massa)*™" (2.18)
onde n é o numero total de particulas do processo.

Exemplo 2.2 Mostre a Eq. (2.18)
Para isso comece por mostrar que

4] = {1} _ (massa)”~" (2.19)

2m1

e que
[D] = (massa)®" " (2.20)

Usando as Eqs. (2.19) e (2.20) obtemos entdo a Eq. (2.18).
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2.3.2 Decaimentos para duas particulas

Para decaimentos com duas particulas no estado final as integragoes podem ser feitas
até ao fim e o resultado é particularmente simples!.
De facto da Eq. (2.12) obtemos,

d3p d®p
_S/ \M,Q (27r)454(p1 — P2 —Dp3) 2 )3;198 (27r)3;p§

dpzdpg
327r2m /|M| 5 pl D2 — ps) 2 o

d*py
0 2 D5 |2 2) — 2.21
~sa, [P (=l g - fimp ) S o)

onde fizemos a integracao em ps3, da qual resultou ps + p3 = 0. Como anteriormente,
= /|pi]? + m2. Para prosseguir usamos coordenadas esféricas no espago dos
momentos, isto é,

d’py = dQ|pa|*d| P (2.22)

Nas nossas hipétese M nao depende dos angulos e a integracao nas variaveis angu-
lares da particula 2 podem ser feitas dando 47. Obtemos entao,

2 6(m1 — /[pa]? +m2 VIpal? +m3)
p2p3

S
D=—" | dlps|lps|? 2.23
— / P M| (2.23)

Usando agora,

. . O(|pa| —---)
Elar

obtemos finalmente,
S 2
=—|p 2.25
o 1P M) (225)

2.4 A regra de ouro para as seccoes eficazes

Consideremos que temos a colisao
142 =344+---+n (2.26)
A regra de ouro para a secc¢ao eficaz é entao,
: / 2 454 - - d*p;
0= S IMIT 2m)*0% (pr+p2— ) 1) || 555
44/ (p1 - p2)? —mim3 ; ]HQ (2m)32p]
A B c D
(2.27)

IEstamos a supor que somamos sobre todos os spins do estado final e fazemos médias sobre os
spins do estado inicial. Assim a amplitude sé pode depender dos produtos internos do 3 quadri-
vetores e estes podem sempre ser escritos em termos das massas, nao envolvendo angulos.
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A explicacao dos termos B, C' e D é a mesma que anteriormente. O tnico termos
novo ¢é

A) Estado inicial
Este fator tem que ver com o fluxo do feixe incidente e a densidade de particulas
no alvo. A vantagem de escrever a secgao eficaz como na Eq. (2.27), reside no
facto de cada termo ser invariante de Lorentz para transformagoes ao longo
do eixo do processo. Isto quer dizer em particular que se deve obter a mesma
seccao eficaz total no referencial do Laboratorio e no referencial do CM.

Exemplo 2.3 Mostre que as dimensdes de M continuam a ser as da Eq. (2.18).
Para isso comece por mostrar que a sec¢do eficaz (uma drea) é

[0] = (massa) 2 (2.28)
e que agora o termo do estado inicial vem também
[A] = (massa) > (2.29)

notando que agora
[D] = (massa)®"® (2.30)

obtemos a Eq. (2.18).

2.4.1 Colisoes 1+2 — 3+ 4 no CM

A colisao mais simples é a colisao 1 + 2 — 3 + 4. Mas mesmo neste caso nao é
possivel em geral fazer as integragoes até ao fim sem saber a amplitude M. A
razao € que com 4 quadri-momentos nao é possivel exprimir todos os invariantes
em termos das massas das particulas ou da energia total no centro de massa (1/s).
Mas é possivel levar as integragoes bastante longe deixando s6 uma integracao nas
variaveis angulares duma das particulas. Por simplicidade vamos mostrar isto no
CM.

Consideremos entao o processo 1 + 2 — 3 + 4 no referencial CM. E conveniente
usar a varidvel de Mandelstam s, definida por?,

s = (p1+p)° (2.31)
Expandindo
s = m% + mg + 2p1 - po (2.32)
e portanto
P P2 = % (s —mj] — m%) (2.33)

2Estou aqui a usar as convencdes usuais em fisica de particulas e em particular do livro re-
comendado do Thomson [5] onde /s é uma energia. Esta convengao difere do Griffiths [1], onde s
tem as dimensodes dum quadrado duma massa.
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0 que permite escrever
4y (b1 - pa)? — mim3 = 4/ || (2.34)
Exemplo 2.4 Mostre a Eq. (2.34)
Sabendo que
= s+m2—m2\>
=2 -t = () (2.35)
obtemos
. 1 2
S|p1]2 :Z [(8 + m% - mg) — 4sm%]
1
- {1 (s — m3 — i) mfmg]
=(p1 - p2)* — mimj (2.36)
donde resulta a Fq. (2.34)
Obtemos entao
S 2 d’ps d’py
=———— [ M| & — P3 — Pa) o 2.37
= Gy | M ) SR 250
Comecgamos por fazer a integragao em py,
o =g [ IMPO0E — Ik md = )T 39)
G4m2/s|pi| ’ Y p3l

Agora introduzimos coordenadas esféricas para o momento p3. Os angulos 0 e ¢ sao
os angulos de difusao da particula 3 em relacao a particula 1. Escrevemos entao a

seccao eficaz diferencial,

do 5 dpllsl |, e -
ds2 647T2\/§|ﬁ1|/ o M (Vs = \/IB5]* + m3 — \/1ps]* + m3)
:L/WR dlps |12 5|75 — - )
6472/ | | Pt sl [0l
JZR ¥
S |ﬁ3| 2
= = M
64m2\/s Pl p§ + pi M|
S ’ﬁ3| 2
“oams ] 2.39
o1 i) 2.9

Para continuar temos de saber a forma explicita de M, pois em geral depende

dos angulos de difusao.
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2.5 Regras de Feynman para um modelo sem spin

Para prosseguir é necessario especificar as regras para calcular a amplitude M. Para
cada teoria as interacoes serao diferentes e algumas das regras sao também diferentes.
No entanto grande parte delas nao depende da teoria. Assim antes de vermos casos
mais complicados de particulas com spin vamos pensar num modelo com 3 tipos de
particulas escalares neutras: A, B e C. Admitimos que tém massas tais que

ma >mp +mec (2.40)

de tal forma que A pode decair em B + C. O modelo tem uma unica interagao
representada pelo diagrama, dito de Feynman,

com interacao dada através duma constante g que nesta teoria tem as dimensoes de
momento. Com esta interacao temos por exemplo a colisao A+ A — B + B em
ordem mais baixa dada pelos diagramas da Fig. 2.1. Notar que ha dois diagramas
pois ambos os processos sao indistinguiveis e devem portanto ser somados. Para a

Figura 2.1: Processo A+ A — B + B em ordem mais baixa.

colisao A+ B — A+ B temos os diagramas da Fig. 2.2. Estes processos, em ordem

A B A B
C
yC
B A B A
++

Figura 2.2: Processo A+ B — A+ B em ordem mais baixa.

mais baixa, designam-se por processos ao nivel drvore (tree level em inglés) devido
a sua estrutura ramificada. Os processos em ordem superior ocorrem com malhas
fechadas (loops em inglés) como os indicados para as corregoes ao vértice indicadas
na Fig. 2.3. No espirito da teoria das perturbagoes estas correcoes sendo de ordem
g> devem ser mais pequenas do que as de ordem mais baixa e portanto em primeira
aproximacao desprezaveis.
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A c ° A ’
A Cpg
B
C AAC
Figura 2.3: Corregoes a 1 loop ao vértice.
Vamos entao enunciar as regras de Feynman. Designamos entao por pi,...,p,

os momentos que entram e saiam do diagrama e por ¢y, . . . ¢, 0s momentos internos.
Nas regras enunciadas abaixo, eu afasto-me do Griffiths pois o uso dele das fungoes
delta, embora correto, é complicado e nao é necessario. Assim eu exijo conservacao
de quadri-momento em cada vértice, o que para os diagramas ao nivel arvore de-
termina completamente todos os quadri-momentos. Para diagramas a 1 loop ¢ facil
de ver que falta especificar um momento, que eu designo por ¢, para dois loops dois
momentos ¢, gz € assim sucessivamente.

1.

Desenhe todas as maneiras distintas de ligar o estado inicial ao estado fi-
nal numa dada ordem da interacdao. Notar que de acordo com as regras da
mecanica quantica se houver mais do que um diagrama as amplitudes tém de
ser somadas.

. Por cada vértice multiplique pelo fator

—ig (2.41)

que nesta teoria tem as dimensodes duma massa xc.

. Por cada linha interna com momento ¢ multiplique por

)
designado por propagador. A massa m é a massa da particula que esta associ-
ada a essa linha. Note que ¢® # m?, isto é as particulas nao estao na camada

de massa.

Como explicado acima aplique conservacao de energia-momento em cada vértice

. Por cada loop escolha um momento ¢ para uma linha interna qualquer e mul-

tiplique pelo fator

/ (;Zﬁqy (2.43)

Os momentos de cada linha ficam entao determinados por conservacao de
energia momento em cada vértice.

O resultado da aplicacao das regras anteriores da —i M, por isso para obter
M multiplique o resultado final por 7.
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2.5.1 Tempo de vida média de A

Como a particula A decai, podemos calcular o seu tempo de vida média. O diagrama
de Feynman coincide com a definicao do vértice. A aplicagao das regras de Feynman

Figura 2.4: Decaimento A — B + C' em ordem mais baixa.

da neste caso

M=y (2.44)
Podemos usar agora a expressao da largura de decaimento, Eq. (2.25), para obter
2
r=1Y @ (2.45)
8mmic

e obter para o tempo de vida média,

1 8rm?e
T=—== A

I g%pl

(2.46)

onde

1P = ﬁ\/mj + my +mE — 2mAim% — 2mAmi — 2mEm?, (2.47)
A

2.5.2 Colisao A+A— B+ B

Consideremos a cinematica da Fig. 2.5 A conservacao de energia momento diz-nos

RN TR S
A B A 7B
¢t|C g2 1|C
A B A N\ B
E ];; 23; ps3
q2

Figura 2.5: Cinemética para o processo A+ A — B + B.

que
G =P1—DP3, G2=DP1—DPa (2.48)
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e a aplicacao das regras de Feynman da

2 2
g g
M = +
(p1 - p3)2 - m2@ (p1 - P4)2 - m%

g° g°

- 2 2
t—mg  u—mg

(2.49)

onde na tultima passagem usamos as variaveis de Mandelstam. Por esta razao estes
diagramas costumam ser designados por canal t e canal u, respetivamente. Intro-
duzindo esta expressdo na secgao eficaz diferencial, Eq. (2.39), obtemos,

do 1 g gl 1 Rk
— == — 2.50
Q) 2 64n2scS |y t—m%+u—m% (2:50)

Para prosseguir deviamos escrever ¢ e u em termos dos angulos de difusao no CM,

t :(p1 — p3)2 = mi + mQB — 2E1E3(1 — 6361 COS 0)
u=(p1 — ps)* = m’ +m% — 2B, Ey(1 + B4f31 cos b)) (2.51)

onde f3; sao as velocidades das particulas no CM, e € é o angulo de difusao entre a
particula 1 e 3. Notar que F3 = E, e 53 = [, pois tém a mesma massa. Notar ainda
na Eq. (2.50), o fator S = 1/2 pois ha duas particulas idénticas no estado final.

2.5.3 Processos de ordem superior

Os exemplos que vimos foram de processos em ordem mais baixa. Quando se pre-
tende ir para as ordens seguintes de teorias de perturbacao, os problemas aparecem.
Nao vamos aqui explicar em detalhe como eles sao resolvidos, mas vamos dar um
caso simples para vermos que tipo de problemas aparecem.

Para exemplificar vamos considerar as correcoes ao propagador da particula
A, também designada por self-energy. O diagrama de Feynman correspondente é
mostrado na Fig. 2.6. Aplicando as regras de Feynman, obtemos para a amplitude,

q

A A

v v
p+aq

Figura 2.6: Self-energy da particula A

i d*q 1
M=id | e T (2.52)
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As integragoes sao feitas de —oo a +o0o. Imediatamente vemos que ha problemas
pois para ¢ grande o integral diverge logaritmicamente,

1 dq
3
¢’dg — = | — = 2.53
/ = . (2.53)

Este problema levou mais de 30 anos a ser compreendido e resolvido através
do procedimento chamado de renormalizacao. O estudo deste procedimento esta
para além deste curso introdutério, mas podemos dizer que o problema foi resolvido
duma forma completamente satisfatoria, produzindo a teoria renormalizada resul-
tados comparaveis com sucesso com a experiéncia. Para uma explicagao do proced-
imento em QED ver Ref. [2].
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Problemas capitulo 2

2.1 O tempo de vida média 7 duma particula instavel (que decai noutra) é definido
como o tempo ao fim do qual o nimero de particulas é reduzido a 1/e do seu valor
inicial, ou seja

N(t) =Ny e~

onde Ny é o nimero de particulas no instante inicial e 7 é referido ao referencial
no qual a particula se encontra em repouso. Sabendo que os pides carregados tém
T, = 2.6 x 107% s e m, = 140 MeV calcule:

a) O fator v para um feixe de pides de 200 GeV.
b) O tempo de vida média no referencial do Laboratério.

c¢) Calcule a percentagem de pides que decaiu ao fim de percorrerem 300 m no
Laboratorio. Se nao houvesse dilatacao no tempo qual seria a percentagem ao
fim da mesma distancia?

2.2 Considere o decaimento A — B+ C na teoria descrita na secgao 2.5. Mostre que
no referencial em que a particula que decai estd em repouso, o médulo do momento
de cada uma das particulas no estado final é dado pela Eq. (2.47),

c
1P = m\/mj +my +mE — 2mim% — 2mAmé, — 2mEimg, (2.54)

2.3 Considere a colisdo 142 — 3+4 no referencial do lab (particula 2 em repouso).
Considere ainda que as particulas 3 e 4 nao tém massa. Mostre que a secgao eficaz
diferencial se escreve

d 1 2 — 2
ds) 87 ma|p1|(Ey + me) — |Pi|ccos b

2.4 Considere a colisao 142 — 3+4, no referencial do lab (particula 2 em repouso).
Mostre que a seccao eficaz diferencial se escreve

do _ (i)Q 75 PIM? (2.56)
df2 8 mg‘ﬁﬂ ‘(El + mg)‘ﬁ{g’ — ‘ﬁ1’E3 COS 0‘ .
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2.5 Nas condicoes do problema 2.4 os dados do problema sao as massas das
particulas e a energia do feixe incidente (particula 1) no referencial do laboratdério.
(Nota: Neste problema considere h = ¢ = 1)

a) Mostre que o momento |p3| no lab se obtém resolvendo a equagao

B+ +vB?—- AC
P3rap = A (257)

com
A =4(Ey +my)® — 4p3, ,, cos” 0
B =2p 1, cos 0 [(Er + ma)” —mi +m3 — PiLab)

2
C =4m2 (Br +ms)’ — [(Bi +ms)” —m2 +m2 — p? )]

Piray =57 —mi (2.58)
Qual o significado dos sinais + na Eq. (2.57)7
Sugestao: Veja a seccao 3.6 e o problema 3.8 da Ref. [2].

b) Considere agora que m; = mg = 2 GeV, my = my = 5 GeV. Considere ainda
que E; € [100,1000]GeV. Faga um grafico da secgao eficaz no referencial do
lab e no referencial do CM e confirme numericamente que conduzem ao mesmo
resultado.

2.6 Considere no quadro da teoria ABC, descrita na seccao 2.5, o processo
A+B— A+ B (2.59)
Em ordem mais baixa os diagramas sao os indicados na Fig. 2.2.

a) Calcule a amplitude M.

b) Escreva a expressao para a seccao eficaz diferencial no referencial do centro de
massa.

2.7 Considere o processo A+ A — A+ A.
a) Desenhe todos os diagramas (seis) que contribuem em ordem mais baixa.

b) Assumindo mp = m¢ = 0 encontre a amplitude para este processo. Deixe o
resultado na forma de integral.



