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Sumario
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7 Em mecanica cldssica a equacao fundamental é a lei de Newton,

- dv
F=ma=m—

dt

Se um sistema for conservativo entdo a forca pode ser obtida duma funcao
potencial, U(7), através da relacdo

F=-VU
e portanto as equacoes do movimento escrevem-se

dv -
— = -VU .
mdt V

A mesma dinamica pode ser obtida num formalismo alternativo, designado por

formalismo lagrangeano. Ai comeca-se por definir o lagrangeano (ou fungao de
Lagrange) através da relagao

L=T-U

onde T é a energia cinética, T' = %mzﬂ e U a energia potencial
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3 As equacoes da dindmica resultam de exigir que a acao definida por

Sumario

ty
Mecanica Classica
S = / dt L
t.

Teoria de Campo

. 7
O Eletromagnetismo

Teorias de Yang-Mills

seja estacionaria (6.5 = 0) para a trajetdria da particula.

Regras de Feynman

A Este requisito conduz as chamadas equacoes de Euler-Lagrange,

para um sistema com n coordenadas ¢;, + = 1,2,...n e onde se definiu

G; = dq;
Yoot
3 Aplicando a um problema a trés dimensodes obtemos

oL oL

—Q0 = TY; - =
8337; ’ 8%

—-V,;U

o que conduz as mesmas equacoes de movimento
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Sumario D

A este nivel parece uma complicacao desnecessaria. No entanto, os
lagrangeanos sao muito uteis por duas razoes.

Mecanica Classica

Teoria de Campo

0 Eletromagnetismo_ | [ Primeiro porque alguns problemas sao mesmo mais faceis de resolver usando
Teorias de Yang-Mills este formalismo (por exemplo péndulos acoplados)

Regras de Feynman

7 Em segundo lugar porque as simetrias conduzem naturalmente a leis de
conservacao.

De facto ja discutimos no capitulo de simetrias esta relaco.

Por exemplo, se L nao depender das coordenadas, as equacoes de
Euler-Lagrange imediatamente nos dizem que o momento linear é conservado.
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3 Os lagrangeanos em teoria de campo relativista tém uma importancia

Sumério fundamental. Isto deve-se fundamentalmente a importancia que as simetrias
Mecanica Cléssica tém na descricao das interacoes fundamentais da Natureza e essa simetrias sao
eorizde Campo implementadas duma maneira muito mais simples nos lagrangeanos.

O Eletromagnetismo

Teorias de Yang:Milis | 3 Em mec&nica classica as varidveis dependem do tempo, x;(t), enquanto que
Regras de Feynman em teoria de campo lidamos com campos que dependem do ponto do espaco
tempo z# = (t,Z), por exemplo para um campo escalar, ¢(x).

7 N3ao vamos aqui fazer uma deducao da situacdo em teoria do campo. Vamos
sé dar o resultado sobre a forma de dicionario

Sistemas Finitos Teoria do Campo
graus liberdade

t xt

q ¢(x)

q 8H¢(£IZ)
s [ | s= [ dac(6.0,0
d 0L OL —o | 9,25 oL 8_£ _ 0
dt 04 0q 0(0.9) 09
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Lagrangeanos em teoria de campo

Sumario
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3 E facil de verificar que para o campo real de Klein-Gordon a seguinte

densidade Lagrangeana
1 1 5 5
525 Mgb@“gb—?n ¢
reproduz a equacao de Klein-Gordon,

(O+m*)p=0.

Para o campo de Dirac temos que tratar o spinor e o seu adjunto como graus
de liberdade independentes (tal como acontece no campo escalar complexo,
ver Problemas). Assim é facil de ver que a seguinte densidade Lagrangeana

L= @7”(9;@ - m@#

conduz a equacao de Dirac. De facto, as equacoes de Euler-Lagrange sao, para
o caso do campo de Dirac,

oL oL oL oL

oo 0w " Yo o "
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3 Do lagrangeano de Dirac obtemos

Sumario

Mecanica Classica a‘C_ =0 a£ — Z’Y'Ma ¢ — mw
Teoria de Campo a (aﬂw) ’ aw H

O Eletromagnetismo

Teorias de Yang-Mills e porta nto

Regras de Feynman

(7’ fylua,u o m) va — 07
como querl'amos mostrar.

3 A densidade Lagrangeana de Dirac tem uma propriedade notdvel. E invariante
para as transformacoes

—/

Y'(x) =ep(x) ;  Y(z)=ye®

com « constante. Isto corresponde a redefinir a fase da funcao de onda, que
certamente € arbitraria. Veremos na seccao seguinte as implicacoes que esta
observacao tera.

A Antes de terminar consideremos mais dois exemplos, o caso dum campo de
spin 1 com massa e o caso do fotao, spin 1 sem massa.
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3 Considere o lagrangeano de Proca para uma particula de spin 1 com massa,

Sumario

s 1 1
Mecanica Cléssica £ — __F/LVFMV + _mQAIuA,U

Teoria de Campo 4 2

O Eletromagnetismo

Teorias de Yang-Mills onde, como habitualmente

Regras de Feynman

F,, = 0,4, — 9,4,

3 Vamos deduzir as equacoes de Euler-Lagrange. Obtemos

oL
0(0,4,)
oL
94,

— _fwr

= m?AY
e portanto as equacoes de movimento sao
O, F" +m?AY =0

que usaremos no capitulo seguinte quando discutirmos o bosao vetorial
intermédio
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Sumario
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Teoria de Campo

O Eletromagnetismo

Teorias de Yang-Mills

Regras de Feynman

W

Consideremos o lagrangeano de Maxwell com interacao com uma corrente

exterior,

1 1% u
L=~ FuF" — J,A

Obtemos facilmente

oL
0(0,Ay)

oL )
o4, = 7/

_

Obtemos portanto as equacoes de Maxwell,

0, F* = J” .
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Sumario
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O Eletromagnetismo

Teorias de Yang-Mills

Regras de Feynman

L= Z.Efyuauw — m@?ﬁ

3 It is a scalar under Lorentz (2’ = a*, %, ¥/(2') = Sy(x), ¥/ (z') = ¥(x)S™!)

€ Y1 is a scalar under Lorentz transformations

W (z") = P(2)ST Sy (x) = P(2)Y()

& As under Lorentz transformations
(@)Y (&) = at i (x)yH ()

is a vector (transforms like the coordinates) and 0,is also a vector, then
the Lorentz scalar product of two vectors is a scalar

A It is a number, 1 X 1 matrix, in Dirac space. For instance,

1 0 0 0] [y
@) = Wi vil [g o D o | 02| = PPl =l
00 0 —1] |
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Sumario

Mecanica Classica

Teoria de Campo

O Eletromagnetismo

Teorias de Yang-Mills

Regras de Feynman

Nas transformacoes consideradas na seccao anterior o parametro « era
constante. A invaridncia global queria entao dizer que a escolha das fases era
arbitraria e que se escolhéssemos as fases doutra maneira ao mesmo tempo em
todos os pontos do espaco-tempo a teoria seria idéntica.

Dissemos no capitulo de Simetrias que a existéncia destas invariancias
implicava que houvesse quantidades conservadas no tempo.

Posta a questao nestes termos, a pergunta que surge naturalmente é saber se
ha teorias em que a escolha das convencoes das fases pode ser feita
localmente, isto é, diferente para cada ponto do espaco-tempo.

Em principio, estas teorias se puderem ser formuladas, deverao ser mais
relevantes para a Fisica pois parece-nos légico que dois experimentadores em
laboratérios diferentes possam fazer escolhas diferentes das convencoes e obter
0os mesmos resultados fisicos.

Queremos portanto teorias em que o lagrangeano seja invariante debaixo de
transformacoes de simetria interna mas que dependem do ponto do espaco
tempo.

Jorge C. Romao
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Sumario
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Estas teorias existem e sao as denominadas teorias com invaridncia padrao ou
teorias de gauge na designacao inglesa. Usaremos esta ultima designacao por
ser a mais corrente entre os fisicos.

Pedir que uma teoria possua invariancia local é uma condicao muito restritiva.
De facto se tivermos uma teoria que tenha uma dada invariancia global,
normalmente nao serd possivel torna-la localmente invariante sem adicionar
mais qualquer coisa.

Consideremos como exemplo o caso do campo de Dirac. O lagrangeano é

L= @(737”(% — m)"p

Esta teoria é invariante quando efetuamos transformacoes de fase constantes.
Vamos ver o que se passa quando as transformacoes sao locais, isto é, a
escolha de fase é independente em cada ponto do espaco-tempo, e para
simplificar vamos considerar transformacoes infinitesimais,

op =y —p = S =ida(z)y ;0= —ia(x)y

Jorge C. Romao
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A7 Temos entao

Sumario

Mecénica Cléssica 0L = — za(x)a(z@ — m)¢ + ZOz(:IZ) J(z@ — m)¢ - a’yuw 8“04(95)

Teoria de Campo L

O Eletromagnetismo = —w’}/'uw 6M04(£13)

Teorias de YangMils | (1 Portanto o lagrangeano deixa de ser invariante. E ficil de ver que o problema
Hegrae do Ferman estd ligado ao facto de 0,9 nao se transformar como . Assim introduzimos o

conceito de derivada covariante D,, tal que numa transformacao de gauge, se
transforme como os campos, isto é

(D) = ia(z)D,
3 Definimos a derivada covariante pela relacao

D, =0, +ieA,
e vamos ver que transformagdes deve ter o campo vetorial A,,. Obtemos
0(Dy1p) =0(ieAu)Y + Dyu(09)
=ied A, + 0, (ta(x)y) + ieA, (ia(x)y)
=io(x) D,y + ied A, + 10, 0(x)
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Sumario
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Teoria de Campo

O Eletromagnetismo

Teorias de Yang-Mills
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3 Agora comparando as expressoes anteriores obtemos a lei de transformacao do
campo vetorial A,

1
0A, = — oa(x)

3 Esta lei de transformacao é exatamente uma transformacao de gauge do
eletromagnetismo se A, for interpretado como o campo do fotdo. Assim
vemos que o campo vetorial A,, representa a forca de que tinhamos falado
anteriormente que assegura que podemos escolher a fase de maneira diferente
em diferentes pontos do espaco tempo.

A A introdugdo do campo A, for¢a a introdugao de novos termos no
lagrangeano, em particular os termos de energia cinética para esse campo. A
Unica combinagao quadratica nas primeiras derivadas do campo A,, que é
invariante para as transformacoes de gauge é o tensor de Maxwell,

F, =90,A,—-—0,A,
3 De facto obtemos trivialmente

§F o = —2 (0,0,0(x) — Bydua(z)) = 0

€
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Sumario

A Por outro lado termos de massa da forma A#A,, ndo sdo invariantes exigindo

Mechnica Cléssica que o fotao n3o tenha massa. Portanto o lagrangeano
Teoria de Campo
. 1 _
O Eletromagnetismo _ v .
_ _ Logp =— —FF" +¢@GD—m)y
Teorias de Yang-Mills 4

Regras de Feynman

Llivre T ﬁinteracgélo

onde

1 —
Llivre = _ZF/WFM + (V" O —m)yp

ﬁinteracgélo = —epy P AX

é invariante para as transformacodes de fase locais

A Diz-se que é uma teoria com invariancia de gauge. O lagrangeano acima
descreve a interacao dos eletroes com os fotoes. E chamada eletrodindmica

quantica (QED).
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Sumario A Para aplicagao posterior recordemos aqui os passos que nos levaram até ela.
Mecanica Classica

Teoria de Campo ¢ [inhamos uma teoria que era invariante para transformacoes globais.
QIECHouuE b Neste caso o grupo de transformagdes era abeliano, multiplicagdo por uma
Teorias de Yang-Mills f‘ase U(l)

Regras de Feynman

¢ O requisito que a invaridncia se mantivesse quando as transformacoes
fossem locais levou-nos a introducdo dum novo campo, o fotao A,,, com
transformacoes univocamente dadas por essa condicdo. Fisicamente é o
fotdo que assegura que as diversas escolhas de fase sdo consistentes.

® f[oi necessario introduzir um novo termo no lagrangeano para nos dar a
propagacao dos fotoes livres. Este termo deve possuir invaridncia de gauge.

@ Vamos ver agora como generalizar estes passos para grupos mais complicados
do que a multiplicacdo por uma fase.

Jorge C. Romao FP-2013 - 17



TECNICO : :
W LIsB0A | Teorias de Yang-Mills

Sumria A7  Os mesmos passos que nos levaram a QED podem ser dados quando o grupo
Wit @esie: de transformacoes das fases é nao abeliano.

Teoria de Campo

7 Neste caso dizemos que temos uma teoria nao abeliana com invariancia de

O Eletromagnetismo

- . gauge ou teoria de Yang-Mills, embora este nome se devesse sé aplicar ao caso
_ _

® Transformagses em que o grupo é SU(2). Como alguns conceitos tém que ser generalizados

® Derivada Covariante

¢ SU(2) x U(1) vamos ver os passos em detalhe.

Regras de Feynman

7 Comecemos pelo lagrangeano para campos fermidnicos generalizando QED.
Seja

L=U(iv"9d, —m)¥

onde W é um vetor coluna (cada ; é um spinor de Dirac com 4 componentes)

(o)
)

num espaco vetorial de dimensao n

Jorge C. Romao FP-2013 — 18
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Sumario

Mecanica Classica

Teoria de Campo

O Eletromagnetismo

Teorias de Yang-Mills

® Transformacoes

® Derivada Covariante

e SU(2) x U(1)

Regras de Feynman

3 Neste espaco atua uma representacao do grupo nao abeliano GG

oV =i x)QV, a=1,2,...m

(0% s3o m matrizes hermiticas n X n que obedecem as relacoes de comutacao

de G,
[Qa’ Qb} _ ifabCQC

sendo f?¢ as constantes de estrutura de GG. Desta relacdo resulta que m € a
dimensao da representacao adjunta de (G, pois esse é também o nimero de
geradores do grupo que obedecem a mesma algebra

O lagrangeano ndo é invariante sob a acdo das transformacoes locais. Para o
tornar invariante introduzimos a derivada covariante

Oy — DU = (0, + igA® Q") T

onde A/‘j sao m campos vetoriais, que vao desempenhar um papel andlogo ao
do fotao no eletromagnetismo, e que sao designados por campos de gauge.

Jorge C. Romao
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Teorias de Yang-Mills

Sumario

Mecanica Classica

Teoria de Campo

O Eletromagnetismo

Teorias de Yang-Mills

® Transformacoes

® Derivada Covariante

e SU(2) x U(1)

Regras de Feynman

As matrizes (2% s3o as apropriadas para a representaciao de ¥ de dimensao n.
A lei de transformacao de AZ é obtida pelo requisito de que D,V se
transforme como V.

Para a calcular introduzimos a notacao compacta
e=e"Q% A, =A Q"
onde ¢ e A, sdo matrizes n x n e fungdes de (7,¢). Entdo
oW=17ecV
Calculemos entdo a variagao de D, . Obtemos
5(D, ) =0,(5%) + ig A,, (5V) + ig (54,) ¥
=i € 0,V +i(0,eV)—g A, eV +ig(64,) ¥
Nés queremos que

S(D,W)=ieD,U=icd,¥—gecA, U

Jorge C. Romao
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Sumario

3 Comparando as equacoes anteriores obtemos

Mecanica Classica

Teoria de Campo 1

O Eletromagnetismo 5A'u — 1 |:§7 AM:| o _8/L €

Teorias de Yang-Mills g

, . . .
B e R—— que é a transformacao dos campos de gauge escrita numa forma matricial.

e SU(2) x U(1)
Regras de Feynman A Em termos das componentes A,, a equagdo anterior escreve-se

|

a
M 98“6

a __ bca _b
0A, =—f""e" A

@ Notar que no caso do grupo ser abeliano as expressoes acima se reduzem ao
caso abeliano do eletromagnetismo pois f**¢ = 0. Nesse caso m = 1.
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SHmars 3 A derivada covariante tem algumas propriedades importantes para o
Mecénica Cléssica seguimento e que vamos aqui indicar.

Teoria de Campo

o Eletomagnetismo_ | 1. A derivada covariante pode ser escrita na forma
Teorias de Yang-Mills

® Transformacoes 5@
D,®=09,0+g A% —
e SU(2) x U(1) B fea

Regras de Feynman

para um campo arbitrdrio @, fermidnico ou bosdénico. Esta expressao
permite-nos escrever a derivada covariante de qualquer campo, ou funcoes de
campos, desde que se saibamos as suas propriedades de transformacao.

2. A derivada dum produto pode ser facilmente calculada a partir de

(oY) = (09)¥ + ¢oy

Entao obtemos

Du(@p) — (Du¢) Y+ @ Du¢

Jorge C. Romao FP-2013 — 22
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Sumério 3. O comutador de duas derivadas covariantes pode ser facilmente calculado.
Mecanica Classica
Teoria de Campo A3 De facto nao é zero, nem mesmo para um grupo abeliano. Obtemos
O Eletromagnetismo
Teorias de Yang-Mills (D“DV - DVDM)\IJ :(a“ + Zg AM)(&/ + Zg AI/) U — (ILL < V)
® Transformacoes
U()>< U() =14 (3MAV — &/AM + 19 [AM,AV]) g
Regras de Feynman
A Portanto

Dy, D] ¥ =ig I, ¥
onde F A = F, (2% € definido por
EILL]/ = 8/,L Ay - ay Alu _|_ Zg [A/;JAV]

3 Vemos assim que F,, € a generalizagdo para o caso ndo abeliano do
tensor de Maxwell.
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Teorias de Yang-Mills

Sumario

Mecanica Classica

Teoria de Campo

O Eletromagnetismo

Teorias de Yang-Mills

® Transformacoes

e SU(2) x U(1)

Regras de Feynman

7 Podemos verificar que I, se transforma duma forma covariante (ndo é
invariante) para as transformacdes dos campos de gauge,

5(F,,) =0, ( e A1 a,,g) _a, ( 4] - aug)

-9l AL A —il0ue,A)] -9 A, e, A)]] —i]A,, 0

_'[_,L7
=i e, F ]

A Contrariamente ao caso abeliano, EW nao é invariante. De facto transforma-se
como um vetor num espaco de dimensdo m (a dimens3o do grupo), isto é

a bca _b e
5FW = —f’%¢ F,
onde

Fl, = 0,A% — 9,A% — g foAb AC

Jorge C. Romao
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Sumirio 3 A lei de transformacao dos campos de gauge, permite mostrar que a

generalizacao do lagrangeano de Maxwell

Mecanica Classica

Teoria de Campo

O Eletromagnetismo 1

Teorias de Yang-Mills £YM - — _FSVFCL'MV

® Transformacoes 4

e SU(2) xU() é invariante para as transformacdes de gauge

Regras de Feynman

A Juntando todas as pecas, concluimos que a generalizacao do lagrangeano que
possui invariancia de gauge local é

3 Antes de acabarmos esta seccao vamos fazer alguns comentdrios sobre o que
acabamos de ver e as suas aplicacoes.
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3 Primeiro que tudo o lagrangeano anterior descreve uma teoria fisica para uma
das interacoes fundamentais da Natureza, quando o grupo G é SU(3). E a
chamada Cromodinamica Quantica (QCD) que descreve as intera¢cGes fortes.

Sumario

Mecanica Classica

Teoria de Campo

O 1 . VS ~
metomagneteme | Nessa teoria os campos de matéria s30 os quarks que se encontram na
Teorias de Yang-Mills ~ .
S representacao fundamental do grupo (tripletos de SU(3)) e os campos de
5 5 5 :
L e gauge sao os gludes que se encontram na representacdo adjunta de SU(3) que

e SU(2) x U(1) > ) -
é aquela que tem a mesma dimens3o que o grupo (8 para SU(3)).

Regras de Feynman

3 Outra observacdo tem que ver com a massa para os campos de gauge. Um
termo de massa para os campos de gauge teria a forma

1
Lmassa = 5 mzAZA““

e é facil de ver que as transformacodes de gauge nao deixam o lagrangeano
invariante. Assim o fotdao e os gludes aparecem como particulas sem massa.

3 Contudo para as interacoes fracas este facto levanta problemas pois nés
sabemos que devido ao seu curto alcance, os portadores da forca fraca devem
ter massa. Este problema que persistiu na fisica de particulas durante varias
décadas sé foi resolvido com a quebra espontanea da simetria e 0 mecanismo
de Higgs que veremos mais tarde
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Teorias de Yang-Mills

Sumario

Mecanica Classica

Teoria de Campo

O Eletromagnetismo

Teorias de Yang-Mills

® Transformacoes

® Derivada Covariante
e SU(2) x U(1)

Regras de Feynman

3 Finalmente um comentdrio sobre o caso do grupo GG nao ser simples, por

exemplo
G =SU(2) x U(1)

Neste caso a generalizacao obtém-se do modo seguinte. Para os campos de
matéria o lagrangeano tem a mesma forma mas a derivada covariante é agora
uma soma sobre todos os campos de gauge com uma constante de
acoplamento por cada grupo fator. O lagrangeano para os campos de gauge é
simplesmente a soma de lagrangeanos para cada grupo fator.

Para dar um exemplo concreto vamos considerar o grupo G = SU(2) x U(1)
que como veremos mais a frente vai ser precisamente o caso do modelo
standard das interacoes eletrofracas. Neste caso o lagrangeano ser3,

_ 1 1
L= Tp(ip—m)Vy — (Wi, W — By, B
f

onde a soma é sobre todos os fermides da teoria.

Jorge C. Romao
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Sumario

7 Os campos de gauge introduzidos sao convencionalmente designados por W
para SU(2) e B, para U(1), com os tensores do campo dados por

Mecanica Classica

Teoria de Campo

O Eletromagnetismo

wWe, =0, Ws —0,Wi—g frWIWS

Teorias de Yang-Mills

® Transformacoes

® Derivada Covariante
e SU(2) x U(1) /“/ — a By aVB'“

Regras de Feynman

A A derivada covariante tem agora uma contribuicao de cada campo de gauge
com uma constante de acoplamento diferente. Assim temos,

a

o
D,V = (9 +igWyi o +ig'Y B,) U

onde Q¢ = “2—a para SU(2) e Y, designada por hipercarga, uma matriz
proporcional a matriz identidade para o grupo U(1). Voltaremos a este assunto
mais a frente
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@ Vamos dar aqui as regras de Feynman para uma teoria nao abeliana

Sumario

7 Propagadores

Mecanica Classica

Teoria de Campo

Comecemos pelos propagadores. Aqui nao ha nada de novo, para além do
facto que agora temos m campos de gauge. A estrutura dos termos
quadraticos é a mesma que a teoria de Dirac e de Maxwell e portanto obtemos

O Eletromagnetismo

Teorias de Yang-Mills

Regras de Feynman

(na gauge de Feynman)
o Vértices
o G
1a ANNANNNN 1, b ~i0ab 73
R i(p + my)
p p? —mj
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Sumiria 3 Veértices
MecAnica Cléssica Os vértices vém dos termos com trés ou mais campos no lagrangeano.
Teoria de Campo ObtemOS

O Eletromagnetismo

: : 1 —
Teorias de Yang-Mills ﬁint _ gf“bcauAﬁA“bA’”C _ Zg2fabcfabaleAZA,C/AﬁbalAVe _ 9¢17M¢jﬂngz

Regras de Feynman

® Propagadores

i 5 & a
AL o que conduz a interagdes com trés e quatro campos de gauge, que nao

existiam em QED, para além da generalizacio da interacao entre fermioes e
campos de gauge.

3 Interacoes triplas de campos de gauge

1ps —gfel g (pr — pa)P + g7 (ps — pa )P

o NG +gP(ps — p1)"]
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Sumiria 3 Interacoes quarticas de campos de gauge

Mecanica Classica

Teoria de Campo O', d 107 C

O Eletromagnetismo

- 2
Teorias de Yang-Mills p4\4 493 —tg { JeabJecd (g,upgz/o — g,uagup)

Regras de Feynman

pl/' '\]92 "'"feacfedb (g,uogpl/ — g,uqua)
U, a v, b +feadfebc (g/u/gpa — g,upgl/o)}

3 Interacoes de fermioes com campos de gauge

1, a

Tp?,

—1 Q’Y“Q?j
\2
‘b |

v J
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