Mecanica Quantica — Exame — 1/2/2008

Curso de Engenharia Fisica Tecnolégica — 2007/2008
Duracao 3h

Escreva sempre a expressao literal final do que deseja calcular numericamente em termos
das variaveis a utilizar e nao dos valores numéricos destas. Justifique todas as afirmacoes
que fizer. Seja sucinto. Todas as alineas tém igual cotagao, excepto no Grupo III, onde
a cotagao esta explicitamente indicada.

I (4 valores)

Para cada uma das questoes seguintes diga se sao verdadeiras ou falsas. Justifique numa linha a sua resposta,
isto é, indique a razao sem fazer contas.

1. Considere o pogo de potencial com: V =00, <0,V ==V, 0 <z <a, V=0, x > a. Existe
sempre pelo menos um estado ligado.

2. Considere um estado do oscilador harménico em que ¢ (z,0) = —¢)(—z,0). Entao (x) # 0.
3. Para qualquer estado |n) do oscilador harménico, a uma dimensio, temos sempre (n|z3|n + 2) = 0.

4. Se U e V forem operadores unitarios, entao UV também é um operador unitrio. (Nota: um operador
unitdrio satisfaz UUT = UTU = 1).

5. Uma particula num potencial central estd num estado descrito pela expressao
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onde os estados |I,m) sdo os estados préprios de L? e L,. Faz-se uma medida de L? e obtém-se 0. A
probabilidade duma medida de L., feita imediatamente a seguir & medida anterior, de dar —# é 1/6.

6. Uma particula num potencial central estd num estado descrito pela expressao
W(r,0,p) = Ae™ /8 gin? 0 cos 20
A probabilidade duma medida de L, dar L, =0 é 1/3.

7. As riscas da série de Balmer (transigdes n > 3 — n = 2) foram as primeiras a ser descobertas por o
respectivo comprimento de onda se situar no visivel.

8. A energia do estado fundamental do positrénio (um &tomo formado por um positrao e um electrao) é
27.2 eV.

II (4 valores)

Seja um electrao no pogo de potencial simétrico, isto é, V = 0 para —a/2 < x < a/2 e V = oo para
x < —a/2 e x> a/2. Considere o estado

Y(@,0) = A uf (z) + B uy (v)

1. Determine as constantes A e B, sabendo que o valor médio da energia no estado ¢ é (F) = 2E), com
Eo = 72h?/(2ma?). Considere A e B reais e positivas.

2. Qual a probabilidade de que uma medida da energia do sistema dé o valor E; 7 Justifique.

3. No instante ¢t = 0 calcule a probabilidade de encontrar a particula no intervalo [0, a/2].



4. Para além dos valores © = +a/2, verifique que ha outro valor de x para o qual a densidade de
probabilidade P(z,0) = [¢/(z,0)|? se anula. Determine esse valor. Se ndo determinou A e B exprima
o resultado em funcao destas constantes. Nota: Nao complique. Observe que P(z,0) = 0 sse

P(x,0) =0.

ITI (4 valores)

Considere o seguinte potencial a uma dimensao: AV
ikx
0 x < —a ¢
Vie)=<X -V —a<zxz<0 " V=00
R e™®
o x>0 — I | oo
com Vj > 0. DY 0 o
Vo
1. [1 val] Mostre que a equagao para os estados ligados (E < 0) neste

potencial é
@
cotga = ——
q

onde, como habitualmente, ¢ = \/Qm(Vo — |E|)/h? e a = +/2m|E|/h%.

2. [0.5 val] Qual o valor minimo de Vj para que haja estados ligados?

2
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3. [0.5 val] Quantos estados ligados existem para Vj =
ma

4. [0.5 val] Nas condigoes da alinea anterior, esboce um grafico da funcao de onda para o estado funda-
mental e para o ultimo estado ligado (o de maior energia).

5. [1.5 val] Considere agora o problema da difusao nesse potencial, isto é, admita que E > 0 e que para
x < —a a funcao de onda é dada por

ur(z) = e + Re "

Calcule R e mostre que |R| = 1. Mostre que no limite V5 — 0, temos R = —1. Explique porqué.
IV (2 valores)

A funcao de onda duma particula num potencial esfericamente simétrico é dada por

2
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onde a é um parametro com as dimensoes dum comprimento.

1. Determine a constante de normalizagao C, real e positiva. Sugestao: Use as harmédnicas esféricas e
os integrais dados no formulario.

2. Qual é a probabilidade de que uma medida dé o valor L? = 2h?? E o valor L, = h?
V (3 valores)
Considere um sistema com dois estados |1) e |2) e com um Hamiltoniano Hy, representado nesta base por
E, 0
w0 )

com I < Es.



1. Considere uma perturbacao que se pode escrever nesta base
A 0

=14 _a

com A > 0. Calcule as correccoes de primeira ordem aos niveis de energia do sistema.

2. Considere agora uma perturbacao da forma
0 A

H=1 A o

também com A > 0. Mostre que, em teoria de perturbacoes, as correcgoes de 1* ordem sdo nulas.
Calcule as correcgoes de 2% ordem.

3. Resolva o problema exactamente para o Hamiltoniano H = Hy + Hy e compare com os resultados da
alinea anterior, no limite em que A < E1, Eo, By — E4.

VI (3 valores)

Considere uma particula de massa m e carga —e < 0, com spin % fixa no espago. Descrevemos o sistema
na base em que S, é diagonal. Um campo magnético B = Byé, é aplicado segundo o eixo dos z. O

Hamiltoniano do sistema é .
H=-M-B=—5-B=hw o,
m

eB
onde w = 2—0. No instante ¢t = 0, o sistema estd no estado com spin +%/2 segundo o eixo dos y, isto é,
m

1. Determine o estado do sistema no instante ¢, ¥(t).
Nota: Este problema tanto se pode fazer resolvendo directamente a equagao de Schrodinger,

L dy(t)
’LFLT = Hy(t)

como, usando o facto de que o Hamiltoniano é diagonal, determinando os estados estaciondrios e
aplicando o postulado da expansao para estados estacionarios.

2. Para o estado 9(t), calcule o valor médio (Sy) = (¢ (t)]Sy|¥(1)).

3. Calcule a probabilidade duma medida do spin segundo o eixo dos = dar o valor +%4/2, no instante ¢.
Dados Adicionais:

e Os vectores préprios do operador S,, = S - 7, onde, 7i = sin 0 cos pé,, + sin @ sin pe,, + cos H¢,, sao

0 0
Cos 2 sin —
WS =+ = | 2, | wS.=-n=|
e sin 3 —e'¥ cos 3

e As matrizes de Pauli sao



