Mecanica Quantica — Exame — 20/1/2010

Curso de Engenharia Fisica Tecnoldgica — 2009/2010
Duracao 3h

1. Escreva sempre a expressao literal final do que deseja calcular numericamente em
termos das variaveis a utilizar e nao dos valores numéricos destas. Justifique todas as
afirmacgoes que fizer. Seja sucinto.

2. Para quem ja fez o 1° teste e quiser fazer s6 o 2° teste, tera que responder as perguntas
IV, V, VI e VII, que valerao o dobro para esse caso e a duragao sera de 1h30m.

I (2 valores)

Para cada uma das questoes seguintes diga se sao verdadeiras ou falsas. Justifique numa linha a sua resposta,

isto é, indique a razdo sem fazer contas.

1. Se A for um operador hermitico, entdo o operador B = e também ¢ hermitico.

2. Considere a fungao de onda representada na figura

X/a

Sabe-se que esta funcao representa a fungdo de onda duma particula sob a accao dum potencial

V(z) = B6(x). Entao 5 > 0.

3. Considere um pogo de potencial a uma dimensao, isto é, V= -V, —a <z <aeV =0, x > |a|. Se
2
T
Ae |—,n?
onde A\ = 2mV,a?/ %, entdo existem dois estados ligados para este potencial.

4. No oscilador harmonico, a uma dimensao, tem-se sempre
3 _
<n|x |n + 1> =0
IT (4 valores)

Uma particula encontra-se no potencial dum oscilador harménico uni-dimensional com frequéncia angular
classica w. Em t = 0, a sua funcao de onda é

U(z,0) = % uo(x) + Aug (z),

onde u,(x) é a solucdo normalizada da equagdo de Schrédinger independente do tempo, com a energia
E, = hw(n+ %), paran =0,1,2,... e A é uma constante real e positiva.

1. Qual é a probabilidade de obter a energia Fy numa medi¢ao?



2. Calcule o valor médio da energia da particula (em multiplos de hw).

3. No instante de tempo ¢ = 0 é mais provavel encontrar a particula no intervalo | — 0o, 0] ou no intervalo
[0,00[? Se pensar e justificar ndao precisa de fazer as contas. No entanto os integrais necessarios estao
no formulério.

4. Escreva a expressao para |¥(z,t)|? em funcdo de ug(z), u1(x), da frequéncia de oscilacio w e do tempo
t. Qual o periodo de oscilacao?

IIT (4 valores)

Considere o problema do pogo de potencial infinito a uma dimensao, de largura a:

oo x<—a/2
Vi(z) =< 0 —a/2 <z <al2
oo x>a/2

cujas fungoes préprias e valores préprios estao no formulario.

1. Desenhe a fun¢@o de onda para o estado fundamental.

2. Considere agora que é adicionado a este potencial um potencial da forma

2
Vo) = 2= 2 g(a)

2m a

onde a constante 5 > 0, é adimensional. Mostre que as condicoes para estados ligados sao agora

2
tan%:—gy (1)
ou
Yy =2nm n=12... (2)

onde, como habitualmente, y = ka e k = \/2mE/ h2. Para perceber melhor o que isto quer dizer, faca
um grafico da condigao (1) e explique porque é que a condicao (2) é um subconjunto das solugoes do
problema do poco de potencial infinito da alinea 1).

3. Desenhe a funcao de onda para o estado fundamental nas condigbes da alinea anterior.
4. Verifique que no limite 3 — 0 obtém os resultados do pogo de potencial infinito da alinea 1).

5. Encontre o valor da energia do estado fundamental no limite 5 — oco. Consegue explicar este resultado
em termos simples? (Sugestao: faga um grafico do estado fundamental nesse limite).

IV (2 valores)

Para cada uma das questoes seguintes diga se sao verdadeiras ou falsas. Justifique numa linha a sua resposta,
isto é, indique a razao sem fazer contas.

1. Considere a experiéncia da Figura seguinte
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onde os numeros nos contadores indicam o numero de electroes detectados depois de terem sido
disparados 100000 electroes num dado estado e apds terem passado por um analisador de spin segundo
o eixo dos z. Entao o estado inicial pode ser representado por

na representagao em que S, é diagonal.

2. O trago das matrizes L; que representam o momento angular no subespago com valores proprios de
L? = h21(1 4 1) é nulo.

3. Uma particula num potencial central estd num estado descrito pela expressao
U(r,0,¢) = Ae /"8 sin? 6 cos 2
A probabilidade duma medida de L, dar L, = h é 1/6.

4. Considere uma particula no estado fundamental do oscilador harmoénico a uma dimensao com energia
Ey = %hw. Aplica-se uma perturbagdo H; = Ax. A correcgdo, de 1* ordem, & energia do estado
fundamental é dada por AFy = 0.

V (2 valores)

Considere uma particula que se move a trés dimensées num potencial esfericamente simétrico dado por
00 O<r<a
Vir) = 0 a<r<hb

00 r>b

1. Determine a energia do estado fundamental, isto é a energia mais baixa para as solu¢ées com [ = 0.
(Nota: A equagao radial para problemas com simetria esférica estd no formuldrio).

2. Escreva a funcao de onda para o estado fundamental. Nao precisa de normalizar.
VI (3 valores)

Os atomos alcalinos tém uma estrutura electrénica que é aproximadamente do tipo do a&tomo de hidrogénio,
ja que as suas propriedades sao essencialmente determinadas por um electrao. Como modelo para esses
atomos tomamos

Ze? /1 ag Ze? 1 e a
V(r)=— (— + ZTQ)

dmeg \ 7 dmegr  4dmeg 12

onde ag ¢é o raio de Bohr e 8 é uma constante sem dimensoes.



1. Considere que 8 < 1 e use teoria de perturbagoes para calcular a correccao as energias dos estados
|n,l,m) do Hamiltoniano nao perturbado.

2. O resultado exacto para as energias do potencial acima é dado por

1

1
Enl = ——meCQ(ZQ)Qm

2

onde
(204+1) — /(21 4+1)2 -85
2
valida para § < %(2l +1)2. Verifique o seu resultado de teoria de perturbacdes, expandindo o resultado
exacto até a primeira ordem em (.

€] =

VII (3 valores)

Considere uma particula de spin 1/2 com o seguinte Hamiltoniano

4A 2B
H=-84+22g,
ST+ 58

onde |B| < |A|. Considere a base onde S? e S, sdo diagonais, isto é, os vectores préprios }%, m> com

1 1 1 1
—,m>:§h2 —,m>, S, —,m>:hm‘—,m>
2 2 2 2

4
1. Mostre que, nesta base, o Hamiltoniano de pode escrever na forma matricial

A B

H=\p5 4

Quais as dimensoes das constantes A e B?

2. Encontre os valores préprios e vectores préprios deste Hamiltoniano. Que aconteceria se tentasse usar
teoria de perturbagoes?

3. Faga um desenho dos niveis de energia (valores préprios de H) com B =0 e com B # 0.



