Mecanica Quantica — Exame — 30/1/2010

Curso de Engenharia Fisica Tecnoldgica — 2009/2010
Duracao 3h

Escreva sempre a expressao literal final do que deseja calcular numericamente em termos
das variaveis a utilizar e nao dos valores numéricos destas. Justifique todas as afirmacoes
que fizer. Seja sucinto. Todas as alineas tém igual cotagao, excepto no Grupo III, onde
a cotagao esta explicitamente indicada.

I (4 valores)

Para cada uma das questoes seguintes diga se sao verdadeiras ou falsas. Justifique numa linha a sua resposta,
isto é, indique a razdo sem fazer contas.

1. Para problemas a uma dimensio tem-se sempre {[H , ], p] #0 com H = p?/2m + V(z).

2. Considere uma particula numa caixa de largura a tal que (V =0se0 <z <a,V =00sex >aouzx <
0). A particula encontra-se num estado tal que (E)= 472h?/(2ma?). Uma medida da energia do estado
encontra o valor By = 72h?/(2ma?) com probabilidade 1/4.

3. Considere a fungao de onda representada na figura

Px)
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Sabe-se que esta fungao representa uma particula numa caixa entre —a < x < a com um potencial
adicional V' (z) = #6(z). Entao 5 > 0.

4. Para qualquer estado |¢), normalizado, temos sempre (¢|H|¢)) > Ey, onde Ej é o valor préprio mais
baixo de H.

5. Para I’ # | tém-se sempre (I'm’| L, |lm) = 0, para ¥ m, m/'.

6. Considere a experiéncia da Figura seguinte
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onde os numeros nos contadores indicam o numero de electroes detectados depois de terem sido
disparados 10000 electroes num dado estado e apds terem passado por um analisador de spin segundo
o eixo dos z. Entao o estado inicial pode ser representado por

na represntacao em que .S, é diagonal.

7. Uma particula num potencial central estd num estado descrito pela expressao

) = £0) (5 11 = o5 11.-1))

onde os estados |I,m) sdo os estados préprios de L? e L,. A probabilidade duma medida de L, dar

—hé1/3.

8. A energia do estado fundamental do positrénio, um dtomo formado por um positrao e um electrao, é
6.8 eV (metade da energia do estado fundamental do Hidrogénio).

IT (4 valores)
Seja um electrao no pogo de potencial V =0para0 <z <aeV =ocoparax <0ezx > a.
1. Suponha que o electrao se encontra no estado
¥(x,0) = Aui(x) + Bug(z)
onde A e B sao constantes reais. Sabe-se que B é positiva. Determine B em funcao de A.

2. Qual o valor médio da energia no estado ¥ (z,0) em fungao de A?

3. Para o estado v (z,0), determine A e B tais que numa medida da posi¢ao a probabilidade encontrar o
electrao entre 0 e a/2 seja minima.

4. Escreva a funcao de onda para ¢ (z,t). Qual o valor médio da energia para t > 07
IIT (4 valores)

Considere o seguinte potencial a uma dimensao:

o0 < —a
V(z)=< —W —a<z<0
0 z >0

com Vj > 0.

1. [1 val] Mostre que a equagao para os estados ligados (E < 0) neste potencial se escreve

N\ — 2
—Cotyziy

2ma® 2mVya®
onde, como habitualmente, y = ga = \/%(Vo —|E]) e A= %.

2. [0.5 val] Qual o valor minimo de V) para que haja estados ligados?

4972h2 0

3. [0.5 val] Quantos estados ligados existem para Vy = ———7
32ma?



4. [0.5 val] Esboce um grafico da funcao de onda para o estado fundamental e para o primeiro estado
excitado, adimitindo que existem.

5. [1.5 val] Considere agora o problema da difusao nesse potencial, isto é, admita que E > 0 e que para
x > 0 a funcao de onda é dada por

urr(x) = e 4 Reike

Calcule R. Mostre que |R| = 1. Verifique que quando Vj — 0 entdo R — —e%ka  Interprete este

resultado.
IV (2 valores)

A funcdo de onda duma particula num potencial esfericamente simétrico é dada por

T

P(r)=Cx+z)e 20

1. Determine a constante de normalizacao C'. Sugestao: Escreva a funcao de onda em termos das
harmonicas esféricas dadas no formulario.

2. Qual é a probabilidade de que uma medida dé o valor L? = 2% e L, = 0?7 Determine as probabilidades
de obter L, = +h.

V (3 valores)

Considere uma molécula que pode rodar no plano zy e que tem um momento dipolar eléctrico p, conforme
indicado na figura.
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Na auséncia do campo & o Hamiltoniano nao perturbado é
L2 h? d?
Hy= 2= "
21 21 d6?
As funcdes proprias normalizadas deste problema sao
1 inf
P = —=€", n=0,£1,£2,...

V2T
com energias
h2n?
"2l
Considere agora que se aplica um campo eléctrico, £, conforme indicado na figura e que sua intensidade é
fraca, de tal modo que o correspondente Hamiltoniano

H=-p-&
pode ser considerado uma perturbacao.

1. Explicite o que se deve entender por campo fraco, em termos dos pardmetros do problema, |p] e I.



2. Determine a correccao de 1* ordem ao estado ,,. Sugestao: Recordar que,

eia o efia eia + e*l’a
sihq = ———, cosa = ———
29 2
3. Determine a correc¢ao de 2* ordem ao estado fundamental. (Notar que o estado fundamental nao é
degenerado).

VI (3 valores)

Considere uma particula de massa m e carga —e < 0, com spin % fixa no espago. Descrevemos o sistema
na base em que S, é diagonal. Um campo magnético B = Byé€, é aplicado segundo o eixo dos z. O
Hamiltoniano do sistema é

H=-M B=2§8 B=hwo.
m
eBy . . . . . L
onde w = o No instante ¢t = 0, o sistema estd no estado com spin —h/2 segundo o eixo dos y, isto é,
m
1
2
v =| V2

1. Determine o estado do sistema no instante ¢, ¥(t).
Nota: Este problema tanto se pode fazer resolvendo directamente a equagao de Schrodinger,

. dy(t) _
? ar Hy(t)

como, mais facilmente, usando o facto de que o Hamiltoniano é diagonal, determinando os estados
estacionarios e aplicando o postulado da expansao para estados estaciondrios.

2. Para o estado (), calcule o valor médio (S,) = (¢(t)|S.|¥(t)).

3. Calcule a probabilidade duma medida do spin segundo o eixo dos = dar o valor +%4/2, no instante ¢.



