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1. Escreva sempre a expressao literal final do que deseja calcular numericamente em termos
das variaveis a utilizar e nao dos valores numéricos destas. Justifique todas as afirmacoes
que fizer. Seja sucinto.

2. Para quem ja fez o 1° teste e quiser fazer sé o 2° teste, tera que responder as perguntas
IV, V, VI e VII, que valerao o dobro para esse caso e a duragao sera de 1h30m.

I (2 valores)

Para cada uma das questoes seguintes diga se sao verdadeiras ou falsas. Justifique numa linha a sua resposta,
isto é, indique a razdo sem fazer contas.

1. Considere os operadores hermiticos A, B ¢ C. Sabe-se que [A, B] # 0, [A, Cl#0c¢e [B,C] = 0.
Entao o operador D = ABC A é um operador hermitico.

2. Considere um oscilador harménico a uma dimensao ao qual de juntou uma fungao delta na origem, isto
é, V(x) = %mw2m2 4+ Bd(x) com B > 0. Entao a energia do primeiro estado excitado é E7 > %hw.

3. Considere a funcao de onda representada na figura

Y(x)
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Esta funcao de onda corresponde ao problema do pogo de potencial a uma dimensao, isto é, V =
—Vo, —a<x<aeV =0, x> |a|. Sabendo que este estado é par e que é o estado ligado de energia
mais alta (menor valor de |E|) entao existem quatro estados ligados neste potencial.

4. Considere num oscilador harménico a uma dimensao o estado |¢) tal que

) = 210) = L2 1a)

onde |n) sao os estados préprios de energia do oscilador. Entao tem-se (¢|x|y) = 0.



IT (4 valores)

Uma particula encontra-se no potencial dum oscilador harménico uni-dimensional com frequéncia angular
cldssica w. Em t = 0, a sua funcado de onda é

¥(z,0) = C [uo(m) - ul(m)]

onde un () é a solucao normalizada da equagao de Schrodinger independente do tempo, com a energia E,, =
hw(n + %), paran = 0,1,2,... e C é uma constante real e positiva.

1.

2.

Determine a constante C. Qual é a probabilidade de numa medigao obter a energia F;7?7

Calcule o valor médio da energia da particula neste estado (em multiplos de hw).

. Calcule o valor médio de x para o estado ¥(x, 0), (x). Nota: Este problema é mais facilmente resolvido

em termos dos operadores A e AT. Se fizer com as funcdes de onda e pensar bem s6 tem de fazer um
integral. Se pensar muito bem verd que nao precisa de fazer nenhum.

. Escreva a expressao para ¥(x, t) em funcao de ug(x), uy(x), da frequéncia de oscilacao w e do tempo

t. Qual o periodo de oscilagao, isto é o intervalo de tempo minimo tal que ¥(x,T) = ¥(x,0).

IIT (4 valores)

Considere o seguinte potencial a uma dimensao:

Vo r < —a
V(x) = 0 —a<z<0
o0 x>0

com Vg > 0.

. Quantos estados ligados existem para Vg =

. Mostre que a equagao para os estados ligados (0 < E < Vj), neste potencial se escreve

—coty =

Ay
Yy

2ma? 2mVya?

onde,y =ka ={——FE,e A= sao adimensionais.
Y h2 9 h2

. Qual o valor minimo de Vg para que haja estados ligados?

14h2
?

ma?

. No limite Vj — oo o problema torna-se no problema do poco de potencial infinito de largura a. Verifique

w2h2

que a energia do estado fundamental dé o limite correto, Eq = 5—"=5.

. Considere agora o problema da difusao nesse potencial, isto é, admita que E > Vy e que para ¢ < —a

a funcao de onda é dada por ' '
ur(x) = €' + Re 9"

onde ¢? = 2m/h?(E — Vp). Calcule R. Mostre que R = €*%. Determine § em funcao dos parametros
do problema.




IV (2 valores)

Para cada uma das questoes seguintes diga se sao verdadeiras ou falsas. Justifique numa linha a sua resposta,
isto é, indique a razdo sem fazer contas.

1. Para a harménica esférica Y20(8, ¢) tem-se o resultado,

/dn Ya0(6,$) = 0

2. Considere a soma de dois spins S = §1 + §2 onde S’; correspondem a spin 1. Entao o estado do spin
total S, com s = 1, m = 0 escreve-se, em funcao dos estados proprios dos dois spins,

1 1
V2 V2

3. Uma particula num potencial central estd num estado descrito pela expressao

11,0) = 11, +1) |1, 1) — |1, —1) |1, +1)

P(r,0,p) = Ae™"/™ sin @ cos O cos ¢

A probabilidade duma medida de L? dar L? = 2h2? é 1/3.

4. Considere a experiéncia da Figura seguinte

Eile Edit Design Control Initialize Help

[ ER=
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onde os nimeros nos contadores indicam o nimero de eletroes detetados depois de terem sido disparados
100000 eletroes num dado estado e apds terem passado por um analisador de spin segundo o eixo dos y.
Entao o estado inicial pode ser representado por

1

)

V (2 valores)

[¥) =

Sl -

na representacao em que S, é diagonal.

Um eletrao no potencial de Coulomb do atomo de hidrogénio encontra-se no estado seguinte

P(r,0,p) = %RIO("")YO,O(Oa ¢) + Ro1(r) [a Y1,1(0, ) +bY1,-1(0, ¢)]

com as constantes a e b reais e positivas.



1. Qual o valor médio da energia neste estado?

1

2. Determine as constantes a e b sabendo que (L.) = —zh.

VI (3 valores)

O Hamiltoniano para um eletrao num campo B é dado por (n real e p > 0)

H=-M-B=—S-B=upé-B

e
m

eh
onde up = o é o magnetao de Bohr. Considere
m

B:BO€w+B0n€z

1. Considere primeiro 7 = 0. Mostre que os valores préprios exatos da energia sao, E1,2 = FupBg. Quais
os vetores proprios correspondentes |1) e |2)?7 (Nota: Os vetores préprios sao neste caso os vetores
préprios de Sg).

2. Considere agora  # 0. Mostre que os valores préprios exatos da energia sao neste caso, Fi 2 =
FupBo /1 + 0%

3. Faga agora que n < 1. Escreva H = Hy + H; e considere Hy = 1 up By o, como uma perturbacao
ao Hamiltoniano nao perturbado, Hg = pupBg o,. Use teoria de perturbagoes, até a 2% ordem em 7,
para calcular as correcoes aos dois niveis de energia do Hamiltoniano nao perturbado Hy.

4. Compare os resultados aproximados com os resultados exatos.
VII (3 valores)
Considere dois momentos angulares (orbitais ou de spin) Ji e Ja. O momento magnético do sistema ¢ dado
por
M = v1J1 + v2J2

Considere os estados préprios |j,m;) do momento angular total J=J1 + Js.

1. Mostre que

—

J-J1=5(J2—|—J12—J22), J-Jy = 5(J2+J§—J12)
2. Mostre que (M) = (M,) = 0 onde
<M> = <j,mj| M'J’m3>

3. Mostre que

+ g (i 1) — (e 4 1
(M.) = hm; [‘)’1 ’)’2+’)’1 Y2 J1(J1 ')' J2(J2 )]
2 2 i +1)

Sugestdo: Para as alineas 2 e 3 use o facto de que




