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I. INTRODUÇÃO

Na aula teórica usámos o resultado que o campo ~B criado por um dipolo magnético ~m colocado na
origem é dado por

~B =
µ0

4π

[

3(~m · ~r)~r − ~m r2

r5
+

8π

3
~m δ3(~r)

]

(1)

A primeira parte da expressão deve ser familiar dum curso elementar de electromagnetismo [1], mas
a segunda parte que envolve a função δ de Dirac não aparece normalmente pois estamos usualmente

interessados no campo ~B a grande distância do dipolo, ou do anel de corrente que lhe deu origem. Ver,
no entanto a Ref.[2].

Vamos aqui rever a dedução da Eq. (1), aproveitando para mostrar o uso da notação tensorial de que

falámos na aula. Como preliminar, um vector ~A será representado por

~A = Ai~ei (2)

onde estamos a somar sobre os ı́ndices repetidos (convenção de Einstein). Nesta notação de componentes
temos também

~r = xi~ei, ~∇ =
∂

∂xi

~ei ≡ ∂i~ei (3)

e para o produto externo

~A × ~B = ǫijkAjBk~ei (4)

Recordamos agora do electromagnetismo que

Bi =
(

~∇× ~A
)

i
= ǫijk ∂jAk (5)

e que para um dipolo magnético ~m o potencial vector é

~A =
µ0

4π

~m × ~r

r3
(6)

ou seja na nova notação

Ai =
µ0

4π
ǫijk mj

xk

r3
(7)
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II. CASO r > 0

Usando as Eq. (5) e Eq. (7) obtemos, para r > 0,

Bi = ǫijk ∂jAk = ǫijk ∂j

(µ0

4π
ǫkln

mlxn

r3

)

=
µ0

4π
ǫijkǫklnml∂j

(xn

r3

)

=
µ0

4π
mlǫkijǫkln

δnjr
2
− 3xnxj

r5

=
µ0

4π
ml (δilδjn − δinδjl)

δnjr
2
− 3xnxj

r5
=

µ0

4π

3r2mi − 3r2mi − mir
2 + 3(~m · ~r)xi

r5

=
µ0

4π

3(~m · ~r)xi − mir
2

r5
(8)

e portanto

~B =
µ0

4π

3(~m · ~r)~r − ~m r2

r5
(9)

III. CASO r < R QUANDO R→ 0

Para ver o que se passa quando r → 0 vamos considerar o seguinte integral

Ii =

∫

r<R

BidV = ǫijk

∫

r<R

∂jAkdV (10)

Usando o teorema da divergência obtemos

Ii = ǫijk

∫

SR

xj

r
AkdS

=
µ0

4π
ǫijk

∫

SR

xj

r
ǫkln

mlxn

r3
=

µ0

4π
mlǫijk ǫkln

∫

SR

xjxn

r4
dS

=
µ0

4π
mlǫijk ǫkln

∫

dΩ
xjxn

r2
(11)

Mas agora usando coordenadas esféricas é fácil mostrar que
∫

dΩ
xixj

r2
=

4π

3
δij (12)

pelo que obtemos (ǫkijǫklj = 2δil),

Ii =
µ0

4π

4π

3
ǫkijǫklj ml =

µ0

4π

[

8π

3
mi

]

(13)

Como esta expressão é válida independentemente de r → 0 deve haver uma singularidade na origem para
assegurar este valor constante. Obtemos assim a expressão, correcta para todos os valores de r,

~B =
µ0

4π

[

3(~m · ~r)~r − ~m r2

r5
+

8π

3
~m δ3(~r)

]

(14)
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