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I (2 valores)

Para cada uma das afirmacdes seguintes diga se sdo verdadeiras ou falsas. Justifique numa linha a
sua resposta, isto €, indique a razdo sem fazer contas.

1. Os valores préprios de um operador Hermitico podem escrever-se na forma A = e** com &« 7# 0
real.

2. Num pogo de potencial a uma dimensdo (V = —Vp < 0, |x| < a;e V =0, |x| > a), existe sempre
pelo menos um estado ligado impar.

3. Para um dado potencial a uma dimensédo, um estado estaciondrio com trés nodos tem sempre uma
energia superior a um estado estaciondrio com dois nodos.

4. O estado de uma particula no potencial do oscilador harménico de frequéncia w pode satisfazer
P(x,t =0) = ¢p(—x,t = 0) e, ao evoluir no tempo, vir a ser observado com energia 7hw/2.

II (4 valores)

Considere o seguinte potencial a uma dimensao:

B —Vo x| < a
Vix) = { PI(x+a)+d(x—a)] |x]>a

2m a

com Vp > 0ey > 0, correspondente a um pogo de potencial de profundidade Vy, largura 24, ladeado
por fungdes delta em ambas as extremidades.

1. Considere —Vp < E < 0. Sabendo que a fungdo delta em x = a impde as derivadas laterais a
condicdo
o' (a*) —u'(a”) = Lu(a),

mostre que a equagao para os estados ligados pares se pode escrever

z=ytan(y) — v,

onde, como habitualmente,

2m 2m
zzaazaq/?ﬂﬂ, yzqa:a\/?(V0—|E|).

2. Determine A = z? 4 y? ¢, sendo vy a solugdo da equacdo yo tan (o) = < no intervalo [0, /2],
determine o valor minimo de Vj (em funcdo de yp) para que haja estados ligados.

3. Considerando o caso particular ¢y = 7r/4, dé explicitamente a expressdo do valor minimo de Vj,
em fungdo de 1, m, a e factores numéricos. [Sugestao: Tente valores simples de yo até encontrar
um consistente com a defini¢do de yp.]



4. Considere o limite ¢y = 0. Qual o valor minimo de V, para que haja estados ligados? Considere
seguidamente o limite ¢y — oo. Determine a expressao da energia de todos os estados ligados pares
e compare com a expressdo apropriada do formulério. Comente.

5. Assuma agora que ¥y = —|v| é negativo, mas continue a considerar —Vy < E < 0. Qual o valor
minimo de Vj para que haja estados ligados neste intervalo de energias?

I1I (4 valores)

Considere uma particula de massa m no potencial do oscilador harménico de frequéncia w. O estado
fundamental deste potencial é

g\ 521

— — [ = —Bx*/2

(l0) = m(x) = (£) e,
onde B = mw/h. Em t = 0 a particula estd num estado diferente, dado por

u >1/4 e—ax2/2

(x|po) = Pp(x,t =0) = <;

4

onde
«a=mw'/h=SB, (S>1).

[ Isto é, numa fungdo que corresponderia ao estado fundamental de um outro potencial, com frequéncia
w’ = Sw maior. Chama-se a este estado um “squeezed state”.] Podemos escrever

900 = Caln),

onde C, = (n|t¢y) e |n) sdo os vectores proprios normalizados do Hamiltoneano (frequéncia w).

1. Calcule explicitamente em termos de S

400
Co = /dx u (%) p(x, £ = 0).
Calcule também C;.

2. Mostre que
1

e

i
0= al0) = —— s+ ;5] 0
calculando explicitamente
1

> [,Bx—l— %} uo(x).

8l

3. Considere o operador

B=S+1A—|—S_1A+.

2§ 2§

Mostre que

1 P B
8= < i)

Determine o resultado de B|¢y). (Pense bem antes de comegar a fazer contas.) Determine (4| B*.

4. Determine [B, B]. Calcule
(ol®|tpo),  (olP|¥po),
(ol22|wo), (ol P?¢po),

<¢0|’?ﬁ + ﬁ’?|¢0>l
apresentando os resultados em termos de i e . Nota: Lembre-se que pode escrever £ e p em
termos de B e BY.



5. Foi visto nas aulas/livro que, na representacdo de Heisenberg, os estados ficam estaciondrios e os
operadores para o oscilador harménico variam no tempo de acordo com

o s P
fu(t) = =Rcos(wt)+ o Sin (wt),
pu(t) = pcos(wt) — mwisin (wt),

onde os operadores £ e p sdo os operadores na representacdo de Schrodinger usados nas alineas
anteriores e coincidem com os operadores respectivos na representacdo de Heisenberg em t = 0.
[Por exemplo, £ (0) = £.]

Determine

(P19 (1)) = (ol (2 (£))* I4po)

e mostre que a variancia de x se pode escrever como
2 _ 2
(Ax)* = K; 4+ K; cos” (wt),

determinando K e K; em termos de S e B. Nota: Isto significa que a varidncia de x deste estado
oscila no tempo. Como se o estado “respirasse”.

[Sugestao para casa: Se quiser divertir-se em casa, assuma um sistema de unidades com § =1 = F,
tome S > 1 e faga gréficos de (Ax)?, (Ap)? e (AxAp)?, em funcdo do tempo.].

Formulario
¢ Poco de potencial infinito

V=0para0 < x < aeV = coparax < 0ex > a. As fun¢des proprias do operador
Hamiltoniano H (i.e. da energia) sdo:

2 . /nmw e2h?
u,(x) = \/; sin <7x) , E, = py—— n’.

e Poco de potencial infinito simétrico
V =0para —a/2 < x < al2eV = oo parax < —al2ex > al2. As fungdes proprias do operador
Hamiltoniano H (i.e. da energia) sdo (n = 1,2,3,...):

- . \/E . [2nr
o (1) = sin (T E; = Eo(2n)° L
0=17—">5"
2 Ej = Ep (2n—1) 2ma
ul(x) = \/; cos [(Zn —1) %x} " 0 ( )

e Primitivas para os problemas do poco infinito

o 101,
/dy sin®(y) = ;y —  sin(2y)

/dy sin(ny) sin(my) = z(Tl—n) sin[y(m —n)] — m sinfy(m+n)] ; m#n
[y ysin®(ny) = !/ZZ _ sin@ny)y _ cos(2ny)
/dy ysin(ny) sin(my) = % <C°S((1§1m__n;12)y) _ COS((151m+_|;1;12)y) ysin(n(1m_:l n)y)

ysin((m+n)y)\
N m-+n > ;om#En



Oscilador harménico: Polinémios de Hermite
As fungdes préprias sdo
mw ) 14 1

wt) = (%)

onde y = |/%*x e os primeiros polinémios de Hermite sao:

H,(y) eV

Hy(y) = 1
Hi(y) = 2y
Hy(y) = 47 -2
Hs(y) = 8y’ —12y
Hy(y) = 16y* —48y* +12
As energias sao dadas por
1
E, = <n+ §> hw n=0,1,23,...

Os integrais importantes sdo
* 20—1,—x2 1 1
dxle = CT(w), T(a+1)=aT(8), T(1)=1, I(;)=V7
0

Oscilador harménico: Operadores Ae A™
p? 1 1
H='"—4+ -m*’x*=hw |ATA+ =
2m 2 2

onde

_ mw . p +_ [mw . p
A= x+1 , AT = X —1
2h vV 2mwh 2h VvV 2mwh

[A,AT] =1

com

As relagdes inversas sdo

. h + _ . hmw At
x_w—me(A—l_A ), p=—i — (A—AT)

Os estados corretamente normalizados sdo

n) = (A*)" |o)

!

2l

comA|0) =0e

Alny=+/nln—1), At |n)=+vn+1|n+1)



