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❐ Em teoria quântica dos campos um esquema de renormalização tem duas
componentes. Primeiro há um processo de regularização que isola os
infinitos que aparecem nos diagramas de Feynman. A regularização é
arbitrária desde que mantenha as simetrias da teoria. Para teorias sem
campos de gauge há muitos processos alternativos. Para teorias de gauge o
melhor processo parece ser a regularização dimensional.

❐ Depois de regularizada a teoria teremos que especificar um método
sistemático para remover as divergências e definir os parâmetros
renormalizados de teoria. A este processo chamamos esquema de
renormalização. Há uma grande arbitrariedade na escolha do processo de
subtração. A f́ısica contudo não pode depender desta escolha. Este é o
conteúdo do grupo de renormalização: O conteúdo f́ısico de teoria deve ser

invariante para transformações que apenas mudem as condições de

normalização.

❐ Vamos começar por estudar os chamados esquemas com subtração de
momento. Conforme o ponto no espaço dos momentos externos que serve
de definição às funções de Green irredut́ıveis, podemos ter várias formas
deste esquema. Vamos exemplificar com a teoria λφ4.
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Esta definição corresponde a uma série de Taylor para os momentos exteriores on -
shell. Para a self-energy isto dá

Σ(p2) = Σ(m2) + (p2 −m2)Σ′(m2) + Σ̃(p2)

com as condições





Σ̃(m2) = 0

∂Σ̃(p2)
∂p2

∣∣∣∣
p2=m2

= 0

Em termos de Γ
(2)
R (p2) dado por

Γ2
R(p) = p2 −m2 − Σ̃(p2)
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Obtemos





Γ
(2)
R (m2) = 0

∂Γ
(2)
R

∂p2

∣∣∣∣∣
p2=m2

= 1

Para Γ
(4)
R uma escolha conveniente é

Γ
(4)
R (p1, p2, p3) = −λ para





p2i = m2

s = t = u = 4m2

3

Neste caso os parâmetros m2 e λ são a massa f́ısica e, a menos de factores
cinemáticos, a secção eficaz para s = t = u = 4

3m
2 respectivamente.
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Este esquema corresponde a uma expansão de Taylor em torno de momentos nulos.

Σ(p2) = Σ(0) + Σ′(0)p2 + Σ̃(p2)

A parte finita Σ̃(p2) obdece às condições





Σ̃(0) = 0

∂Σ̃
∂p2

∣∣∣∣
p2=0

= 0

que traduzidas em termos de Γ
(2)
R se escrevem





Γ
(2)
R (0) = m2

∂Γ
(2)
R

∂p2
= 1
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Para Γ
(4)
R a condição é

Γ
(4)
R (p1, p2, p3) = −λ para p1 = p2 = p3 = 0

Neste esquema m2 não é a massa f́ısica e λ não é nenhuma quantidade
mensurável pois os pontos pi = 0 não pertencem à região f́ısica. Podemos no
entanto exprimir todas as quantidades mensuráveis em termos destes dois
parâmetros, como veremos adiante
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Os dois exemplos anteriores são casos particulares do esquema geral onde as
condições de normalização podem ser funções de vários momentos de referência

ξ1, ξ2... tais que





Γ
(2)
R (ξ21) = m2

∂Γ
(2)
R

∂p2

∣∣∣∣∣
p2=ξ22

= 1

Γ
(4)
R (ξ3, ξ4, ξ5) = −λ
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Consideremos dois esquemas de renormalização R e R′. Como ambos partem do
mesmo Lagrangeano não renormalizado

L = LR +∆LR = LR′ +∆LR′

devemos ter

φR = Z
−1/2
φ (R)φ0 ; φ′R = Z

−1/2
φ (R′)φ0 .

Logo

φ′R = Z
−1/2
φ (R′, R)φR

onde

Zφ(R
′, R) =

Zφ(R
′)

Zφ(R)
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Estas relações indicam que os campos renormalizados em diferentes esquemas
estão relacionados por uma constante multiplicativa. Esta constante é finita pois
tanto φR′ como φR são finitos. De modo semelhante

λR′ = Z−1
λ (R′, R)Z2

φ(R
′, R)λR

m2
R′ = m2

R + δm2(R′, R)

onde

Zλ(R
′, R) =

Zλ(R
′)

Zλ(R)

δm2(R′, R) = δm2(R′)− δm2(R)

são quantidades finitas. A operação que leva as quantidades num esquema de
renormalização R para outro esquema R′ pode ser vista como uma transformação
de R em R′. O conjunto de todas estas transformaçoes forma o Grupo de

Renormalização.
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❐ Vamos agora ver como dar uma expressão anaĺıtica à invariância para
transformações do grupo de renormalização. A forma da equação do grupo
de renormalização depende do esquema de renormalização utilizado. Vamos
aqui obter as equações do GR para o esquema com substração de momento,
a chamada equação de Callan - Symanzik.

❐ Notemos primeiro que

∂

∂m2
0

(
i

p2 −m2
0 + iε

)
=

i

p2 −m2
0 + iε

(−i) i

p2 −m2
0 + iε

isto é, a derivação duma função de Green não renormalizada em relação à
massa despida é equivalente à inserção dum operador composto 1

2φ
2 levando

momento zero, isto é

∂Γ(n)(pi)

∂m2
0

= −iΓ(n)
φ2 (0, pi)
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As funções Green irredut́ıveis renormalizadas são dadas por





Γ
(n)
R (pi;λ;m) = Z

(n/2)
φ Γ(n)(pi;λ0;m0)

Γ
(n)
φ2R(p; pi;λ;m) = Z−1

φ2 Z
n/2
φ Γ

(n)
φ2 (p; pi;λ0;m0)

Então a equação anterior escreve-se

∂

∂m2
0

[
Z

−n/2
φ Γ

(n)
R (pi, λ,m)

]
= −iZφ2Z−n/2Γ

(n)
φ2R(0, pi, λ,m)

e portanto

−n
2
Z−1
φ

∂Zφ
∂m2

0

Z
−n/2
φ Γ

(n)
R + Z

−n/2
φ

∂

∂m2
0

Γ
(n)
R = −iZφ2Z

−n/2
φ Γ

(n)
φ2R(0, pi, λ,m)
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Obtemos portanto

[
∂

∂m2
0

− n

2

∂ lnZφ
∂m2

0

]
Γ
(n)
R = −i Zφ2Γ

(n)
φ2R

[
∂m2

∂m2
0

∂m

∂m2

∂

∂m
+

∂λ

∂m2
0

∂

∂λ
− n

2

∂ lnZφ
∂m2

0

]
Γ
(n)
R = −iZφ2Γ

(n)
φ2R

ou ainda

[
m

∂

∂m
+ β

∂

∂λ
− nγ

]
Γ
(n)
R = −im2αΓ

(n)
φ2R

que é a equação de Callan - Symanzik para a teoria φ4, onde α, β e γ são funções
sem dimensões
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β = 2m2

∂λ
∂m2

0

∂m2

∂m2
0

γ = m2

∂ lnZφ
∂m2

0

∂m2

∂m2
0

α = 2
Zφ2

∂m
∂m2

0

A função α está relacionada com γ. De facto se escolhermos as condições de
normalização a pi = 0





Γ
(2)
R (0, λ,m) = −m2

Γ
(2)
φ2R(0, 0, λ,m) = i
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Obtemos

α = 2(γ − 1)

Como as quantidades Γ
(n)
R e Γ

(n)
φ2R não dependem do cut - off, esperamos também

que α, β e γ sejam independentes do cut - off. Para vermos isso pomos n = 2 e
diferenciamos em ordem a p2

[
m

∂

∂m
+ β

∂

∂λ
− 2γ

]
∂

∂p2
Γ
(2)
R (p, λ,m) = −im2α

∂

∂p2
Γ
(2)
φ2R(0, p, λ,m)

Pondo p2 = 0 e usando

∂Γ
(2)
R

∂p2

∣∣∣∣∣
p2=0

= 1
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Obtemos

γ = im2(γ − 1)

[
∂

∂p2
Γ
(2)
φ2R(0, p, λ,m)

]

p2=0

o que demonstra que γ é independente do cut - off. Então α = 2(γ − 1) também
o é e todas as funções excepto β são agora independentes do cut - off. Portanto β
também o é. Como α, β e γ são sem dimensões e não dependem do cut - off,
então são somente funções da constante de acoplamento que também não tem
dimensões, isto é

α = α(λ)

β = β(λ)

γ = γ(λ)
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Nós vamos sobretudo estar interessados no esquema de subtracção ḿınima, por
isso não vamos agora calcular as funções α, β e γ para todas as teorias, faremos
isso adiante. Indicaremos no entanto um método expedito para o seu cálculo. Seja
por exemplo a função β(λ). Notando que

∂λ

∂m2
0

(λ0,Λ/m) =
∂m2

∂m2
0

∂

∂m2
λ(λ0,Λ/m)

=
∂m2

∂m2
0

1

2m

∂

∂m
λ(λ0,Λ/m)

obtemos da definição 1

β = m
∂

∂m
λ(λ0,Λ/m) = m

∂

∂m
[Z(λ0,Λ/m)λ0] = −λ0Λ

∂

∂Λ
[Z(λ0,Λ/m)]

ou

β = −λ ∂

∂ ln Λ
[lnZ(λ0,Λ/m)]

onde, por definição λ = Zλ0), e portanto Z = Z−1
λ Z2

φ
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O resultado de 1 - loop dá

Zλ = 1 +
3λ0
32π2

ln
Λ2

m2
+O(λ20)

Zφ = 1 +O(λ20)

logo

Z = 1− 3λ0
32π2

ln
Λ2

m2
+ ...

e

lnZ =
3λ0
16π2

ln
Λ

m
+ · · ·

Portanto para φ4

β(λ) =
3λ2

16π2
+O(λ3) .
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O teorema de Weinberg diz respeito ao comportamento assimptótico das funções
de Green 1PI na região Euclediana (p2i < 0) e para valores não excepcionais dos
momentos (nenhuma soma parcial é nula).

Teorema

Se os momentos não forem excepcionais e se os parametrizarmos com pi = σki as

funções de Green irredut́ıveis de uma part́ıcula Γ
(n)
R comportam-se na região

euclediana profunda (σ → ∞ e ki fixos, p
2
i < 0) do modo seguinte

lim
σ→∞

Γ(n)(σki, λ,m) = σ4−n[a0(lnσ)
b0 + a1(lnσ)

b1 + · · · ]

e

lim
σ→∞

Γ
(n)
φ2 (σki, λ,m) = σ2−n[a′0(lnσ)

b′0 + a′1(lnσ)
b′1 + · · · ]
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❐ Não faremos a demonstração (ver Bjorken and Drell) mas notemos que as
potências de σ são as dimensões canónicas das funções de Green (em termos
da massa).

❐ Se este comportamento é o verificado assimptoticamente depende da soma
da série dos logaritmos.

❐ Se esta somar para uma potência de σ, por exemplo σ−γ , então
assimptóticamente o comportamento canónico σ4−n é modificado para
σ4−n−γ .γ é chamada a dimensão anómala.

❐ Como vamos ver o GR vai efectuar esta soma de logaritmos e dar-nos qual a
dimensão anómala.
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Do teorema de Weinberg temos que Γ
(n)
R ≫ Γ

(n)
φ2R para qualquer ordem (finita) em

λ na região euclediana profunda (σ → ∞). Se admitirmos que isto continua
verdade mesmo depois de somar todas as ordens de teoria de perturbações, então
podemos desprezar o segundo membro da equação de Callan-Symanzik e obtemos
uma equação diferencial homogénea

[
m

∂

∂m
+ β(λ)

∂

∂λ
− nγ(λ)

]
Γ(n)
asy(pi, λ,m) = 0

onde Γ
(n)
asy é a forma assimptótica de Γ

(n)
R . O significado desta equação é que nesta

região assimptótica, uma mudança no parâmetro de massa pode ser sempre
compensada por mudanças apropriadas do acoplamento e da escala dos campos.

Para resolver esta equação começamos por definir uma quantidade Γ
(n)

R sem
dimensões, usando análise dimensional

Γ(n)
asy(pi, λ,m) = m4−nΓ

(n)

R (pi/m, λ) .
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Γ
(n)

R satisfaz

(
m

∂

∂m
+ σ

∂

∂σ

)
Γ
(n)

R

(
σ
pi
m
,λ
)
= 0 .

Então

(
m

∂

∂m
+ σ

∂

∂σ

)
mn−4Γ(n)

asy(σpi, λ,m) = 0

ou seja

[
m

∂

∂m
+ σ

∂

∂σ
+ (n− 4)

]
Γ(n)
asy(σpi, λ,m) = 0

Usando esta equação podemos trocar a derivação em ordem à massa pela
derivação em ordem à escala na equação de Callan-Symanzik para obter
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[
σ
∂

∂σ
− β(λ)

∂

∂λ
+ nγ(λ) + (n− 4)

]
Γ(n)
asy(σpi, λ,m) = 0

Para resolver esta equação removemos os termos sem derivadas com a
transformação

Γ(n)
asy(σpi, λ,m) = σ4−nen

∫
λ

0
γ(x)
β(x)

dxF (n)(σpi, λ,m) .

Substituindo na equação diferencial vemos que os termos sem derivadas
desaparecem e obtemos uma equação diferencial para F (n)

[
σ
∂

∂σ
− β(λ)

∂

∂λ

]
F (n)(σp, λ,m) = 0

Introduzindo t = lnσ podemos escrever
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[
∂

∂t
− β(λ)

∂

∂λ

]
F (n)(etp, λ,m) = 0

Para resolver esta equação introduzimos a constante de acoplamento efectiva
λ(t, λ) como solução da equação

∂λ(t, λ)

∂t
= β(λ)

com a condição fronteira λ(0, λ) = λ. Para vermos que esta definição nos vai dar
a solução, escrevemos

t =

∫ λ(t,λ)

λ

dx

β(x)

e diferenciamos em ordem a λ
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0 =
1

β(λ)

∂λ

∂λ
− 1

β(λ)

ou ainda

β(λ)− β(λ)
∂λ

∂λ
= 0

Usando agora a definição de λ obtemos

[
∂

∂t
− β(λ)

∂

∂λ

]
λ(t, λ) = 0

O operador diferencial é exactamente o mesmo da equação para F (n)(etp, λ,m).
Portanto F (n) satisfaz aquela equação se depender da t e λ através de λ(t, λ).
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Portanto a solução geral de Γ
(n)
asy é

Γ(n)
asy(σpi, λ,m) = σ4−nen

∫
λ

0
γ(x)
β(x)

dxF (n)(pi, λ(t, λ),m)

Para se obter uma interpretação f́ısica desta solução notemos que

en
∫

λ

0
γ(x)
β(x)

dx = en
∫

λ

0
γ(x)
β(x)

dxen
∫

λ

λ

γ(x)
β(x)

dx

= en
∫

λ

0
γ(x)
β(x)dxe−n

∫
λ

λ

γ(x)
β(x)dx

= en
∫

λ

0
γ(x)
β(x)

dxe−n
∫

t

0
γ(λ(t′,λ))dt′

Portanto

Γ(n)
asy(σpi, λ,m) = σ4−ne−n

∫
t

0
γ(λ(t′,λ))dt′e−n

∫
λ

0
γ(x)
β(x)

dxF (n)(pi, λ(t, λ),m)
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Se pusermos σ = 1(t = 0), vemos que en
∫

λ

0
γ
β
dxF (n) é Γ

(n)
asy. Então obtemos

finalmente a solução da equação do GR.

Γ(n)
asy(σpi, λ,m) = σ4−ne−n

∫
t

0
γ(λ(t′,λ))dt′Γ(n)

asy(pi, λ(t, λ),m)

❐ Nesta forma a solução tem uma interpretação simples. O efeito de efectuar

uma mudança de escala nos momentos pi nas funções de Green Γ
(n)
R é

equivalente a substituir a constante de acoplamento λ, pela constante de
acoplamento efectiva λ à parte factores multiplicativos.

❐ O primeiro é simplesmente resultante do facto de Γ
(n)
R ter dimensão

canónica 4− n em unidades de massa.

❐ O factor exponencial é o termo da dimensão anómala que resultou de somar
todos os logaritmos em teoria de perturbações.

❐ Este factor é controlado por γ, a dimensão anómala. Veremos à frente como
calcular a dimensão anómala, numa teoria qualquer.
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Vamos agora ver outras formas que pode tomar a equação do grupo de
renormalização. A afirmação que a renormalização é multiplicativa pode ser escrita
na forma

Γ(n)(pi, λ0,m0) = Z
−n/2
φ Γ

(n)
R (pi, λ,m, µ)

onde µ é a escala usada para definir a normalização das funções de Green. O lado
esquerdo da equação não depende de µ, mas o lado direito depende explicitamente
e implicitamente através de λ e m. Então temos

µ
∂

∂µ

[
Z

−n/2
φ Γ

(n)
R (pi, λ,m, µ)

]
= 0

ou seja

(
µ
∂

∂µ
+ β

∂

∂λ
+ γmm

∂

∂m
− nγ

)
Γ
(n)
R = 0
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❐ Onde

β

(
λ,
m

µ

)
= µ

∂λ

∂µ

γm

(
λ,
m

µ

)
= µ

∂ lnm

∂µ

γ

(
λ,
m

µ

)
=

1

2
µ
∂ lnZφ
∂µ

❐ Esta equação tem a vantagem sobre a equação de Callan - Symanzik de ser
homogénea. A dificuldade reside nas funções β e γ dependerem de duas
variáveis λ e m

µ e portanto a equação ser de dif́ıcil resolução.

❐ Existe contudo um esquema de renormalização em que a dependência em
m/µ desaparece e portanto a equação é simples de resolver. É o chamado
esquema de subtracção ḿınima (MS) que passamos a expôr.
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❐ O esquema de subtracção ḿınima (MS) está relacionado com o método de
regularização dimensional. As divergências dos integrais aparecem neste

método como pólos em
1

ε
onde ε = 4− d.

❐ O esquema de subtracção ḿınima consiste em escolher os contratermos para
cancelar somente os pólos.

❐ Vamos exemplificar com a self-energy em λφ4, a que corresponde o seguinte
diagrama

k

pp
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Temos

−iΣ(p) = (−iλ)µε 1
2

∫
ddk

(2π)d
i

p2 −m2 + iε

= −iλ 1

32π2
µε

Γ(1− d/2)

m2−d
2επε/2

onde ε = 4− d. Então

Σ(p2) = λ
1

32π2
µε

Γ(−1 + ε/2)

m−2+ε
(2
√
π)ε

= λ
m2

32π2

( µ
m

)ε
Γ(−1 + ε/2) (2

√
π)ε
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Usando (γ é a constante de Euler e ψ(x) a derivada logaritmica da função Γ)

Γ
(
−1 +

ε

2

)
= −



2

ε
+

ψ(2)︷ ︸︸ ︷
1− γ+O(ε)




e
( µ
m

)ε
= 1 + ε ln

( µ
m

)

obtemos

Σ(p2) = − λm2

32π2

[
2

ε
+ ψ(2) + 2 ln(µ/m) + 2 ln 2

√
π +O(ε)

]

Portanto no esquema de subtracção ḿınima devemos adicionar um contratermo

∆LMS
φ2 = − λm2

32π2

1

ε
φ2
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Se tivéssemos feito subtracção de momento à escala µ, isto é ΣR(p
2 = µ2) = 0

teŕıamos o contratermo

∆LMOM
φ2 = − λm2

32π2

[
1

ε
+

1

2
ψ(2) + ln(µ/m) + ln 2

√
π

]
φ2

Vemos assim que o Lagrangeano de contratermos no esquema de subtracção
ḿınima quando expandido em série de Laurent em ε contém só termos
divergentes. Portanto

φ0 =
√
Zφφ

m0 = Zmm

λ0 = µεZλλ
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As constantes de renormalização Zφ, Zm e Zλ têm a forma

Zλ = 1 +

∞∑

r=1

ar(λ)/ε
r

Zm = 1 +
∞∑

r=1

br(λ)/ε
r

Zφ = 1 +

∞∑

r=1

cr(λ)/ε
r

Assim os coeficientes da equação do grupo de renormalização são independentes
de µ, e como são adimensionais, também são independentes de m dependendo
somente da constante de acoplamento. Isto simplifica a solução da equação do
grupo de renormalização

(
µ
∂

∂µ
+ β

∂

∂λ
+ γmm

∂

∂m
− nγ

)
Γ
(n)
R = 0
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Usando análise dimensional

[
m

∂

∂m
+ (n− 4) + µ

∂

∂µ
+ σ

∂

∂σ

]
ΓR(σp,m, λ, µ) = 0

e podemos escrever

[
σ
∂

∂σ
− β

∂

∂λ
− (γm − 1)m

∂

∂m
+ nγ + (n− 4)

]
ΓR(σp,m, λ, µ) = 0

que tem a solução

ΓR(σpi,m, λ, µ) = σ4−ne−n
∫

t

0
γ(λ(t′))dt′Γ

(n)
R (pi,m(t), λ(t), µ)

onde se introduziram a massa efectiva m(t) e a constante de acoplamento efectiva
λ(t) definidas por
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dλ
dt

= β(λ) ; λ(t = 0) = λ

dm(t)
dt

=
[
γm(λ)− 1

]
m(t) ; m(t = 0) = m

A solução desta equação é

m(t) = m e
∫

t

0
[γm(λ(t′))−1]dt′

= m e−te
∫

t

0
γm(λ(t′))dt′

= m e−te
∫ λ(t)
λ

dx γm(x)
β(x)
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Os parâmetros definidos pelo esquema de subtracção ḿınima não são parâmetros
f́ısicos. Os parâmetros f́ısicos podem no entanto ser calculados em função deles.
Por parâmetro f́ısico entendemos um elemento de matriz S ou a posição do pólo
no propagador. Para eles é válido o teorema seguinte,
Teorema

Qualquer parâmetro f́ısico P (λ,m, µ) satisfaz a seguinte equação do

grupo de renormalização

DP (λ,m, µ) ≡
[
µ
∂

∂µ
+ β(λ)

∂

∂λ
+ γmm

∂

∂m

]
P (λ,m, µ) = 0

Dem: Consideremos primeiro o propagador escalar ∆(p2) que satisfaz a equação
do grupo de renormalização

[D + 2γ]∆(p2, λ,m, µ) = 0
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Podemos escrever uma série de Laurent em volta do pólo em p2 = m2
p

∆(p2, λ,m, µ) =
R2

p2 −m2
p

+ ∆̃

A posição do pólo mp(λ,m, µ) e o reśıduo R2(λ,m, µ) satisfazem as equações do
grupo de renormalização que podem ser obtidas por aplicação do operador
(D + 2γ) à equação anterior. Igualando os reśıduos dos pólos obtemos

Dmp(λ,m, µ) = 0

[D + γ(λ)]R(λ,m, µ) = 0
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Demonstrámos portanto o teorema para a massa f́ısica. Para um elemento da
matriz S temos (SR = RnΓ(n))

D lim
p2i→m2

p

RnΓ(n) = lim
p2i→m2

p

D(RnΓn)

= lim
p2i→m2

p

[nDRRn−1Γn +RnDΓn]

= lim
p2i→m2

p

[−nγ + nγ]RnΓn = 0

o que completa a demonstração.

Veremos à frente como estes resultados podem ser usados para relacionar os
parâmetros f́ısicos com os parâmetros da teoria.
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Vimos anteriormente que





φ0 =
√
Zφφ

m0 = Zmm

λ0 = µεZλλ

e que as constantes de renormalização têm a forma.





Zλ = 1 +
∑∞

r=1 ar(λ)/ε
r

Zm = 1 +
∑∞
r=1 br(λ)/ε

r

Zφ = 1 +
∑∞
r=1 cr(λ)/ε

r .

Vejamos como se calculam β, γm e γ.
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i) Cálculo de β(λ)

Por definição

β(λ) = µ
∂λ

∂µ

Esta quantidade é finita no limite ε→ 0. Isto quer dizer que antes de fazermos
ε→ 0 deve ser uma função anaĺıtica em ε. É então conveniente definir

β(λ) = β̂(λ, ε = 0) = d0

onde

β̂(λ, ε) = d0 + d1ε+ d2ε
2 + · · ·

com coeficientes dr a determinar. Posto isto, usamos o facto de λ0 não depender
da escala µ. Então
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0 = µ
∂

∂µ
(µεZλλ)

= εµεZλλ+ µεβ̂(λ, ε)λ
∂Zλ
∂λ

+ µεZλβ̂(λ, ε)

Então

ελZλ + β̂(λ, ε)

(
Zλ + λ

∂Zλ
∂λ

)
= 0

Usando as expressões de Zλ e β̂ obtemos

ελ+a1λ+λ
∞∑

r=1

ar+1

εr
+(d0+d1ε+d2ε

2+ · · · )
[
1 +

∞∑

r=1

1

εr

(
ar + λ

dar
dλ

)]
= 0
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Então dr = 0 para r > 1 e

ε(λ+ d1) +

[
a1λ+ d0 + d1

(
a1 + λ

da1
dλ

)]
+
∑

r

1

εr

[
ar+1λ+ d0

(
ar + λ

dar
dλ

)

+ d1

(
ar+1 + λ

dar+1

dλ

)]
= 0

logo

λ+ d1 = 0

a1λ+ d0 + d1

(
a1 + λ

da1
dλ

)
= 0

ar+1λ+ d0

(
ar + λ

dar
dλ

)
+ d1

(
ar+1 + λ

dar+1

dλ

)
= 0
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Estes cálculos dão

d1 = −λ

β(λ) = d0 = λ2
da1
dλ

λ2
d

dλ
(ar+1) = β(λ)

d

dλ
(λar)

Portanto a função β(λ) depende somente do coeficiente em 1
ε de Zλ que se

calcula fácilmente em teoria de perturbações. Além disso vemos que os reśıduos
dos pólos de ordem superior se podem calcular em termos do reśıduo do pólo
simples. Para λφ4 é fácil de ver que

Zλ = 1 +
3λ

16π2

1

ε
+ · · ·
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Portanto

β(λ) = λ2
da1
dλ

= λ2
d

dλ

(
3λ

16π2

)
=

3λ2

16π2

como t́ınhamos obtido anteriormente. Para teorias de gauge há uma pequena
modificação pois g0 = µε/2Zgg. Um cálculo trivial dá neste caso

d1 = −g/2

e

β(g) =
1

2
g2
da1
dg

1

2
g2
dar+1

dg
= β(g)

d

dg
(gar)

onde, como anteriormente

Zg = 1 +
∞∑

r=1

ar(g)/ε
r .
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ii) Cálculo de γm(λ)

Partimos de m0 = Zmm. Aplicando µ ∂
∂µ obtemos

0 = µ
∂Zm
∂µ

m+ Zmµ
∂m

∂µ

= β̂(λ, ε)
∂Zm
∂λ

m+mZmµ
∂ lnm

∂µ

Como µ∂ lnm
∂µ = γm, obtemos a equação

[
β̂(λ, ε)

∂

∂λ
+ γm

]
Zm = 0

ou seja

(
γm + d1

db1
dλ

)
+

∞∑

r=1

1

εr

[
d0
dbr
dλ

+ γmbr + d1
dbr+1

dλ

]
= 0
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Portanto

γm = −d1
db1
dλ

−d1
dbr+1

dλ
= β(λ)

dbr
dλ

+ γmbr

onde

d1 =





−λ teoria λφ4

− g/2 teorias de gauge

Mais uma vez γm depende somente do reśıduo do pólo simples.
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iii) Cálculo de γ(λ)

Aqui é mais fácil partir da definição de γ(λ)

γ(λ) =
1

2
µ
∂

∂µ
lnZφ =

1

2
µ
∂

∂µ
Zφ

1

Zφ

logo

[
β̂(λ, ε)

∂

∂λ
− 2γ(λ)

]
Zφ = 0

o que dá

−2γ(λ) + d1
dc1
dλ

+

∞∑

r=1

1

εr

[
d0
dcr
dλ

− 2γcr + d1
dcr+1

dλ

]
= 0
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Então

γ(λ) =
1

2
d1
dc1
dλ

−d1
dcr+1

dλ
= β(λ)

dcr
dλ

− 2γcr

sendo o coeficiente d1 dado anteriormente

Podemos concluir dizendo que o coeficiente do pólo simples nas constantes de
renormalização, determina univocamente as funções β, γm e γ e também os
valores dos pólos de ordem superior.
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❐ Nós adoptamos um esquema particular de renormalização. Se tivéssemos
adoptado outro esquema teŕıamos outra definição dos parâmetros da teoria e
funções β, γm e γ diferentes. Vamos aqui discutir os aspectos do grupo de
renormalização que são independentes do esquema usado.

❐ Consideremos então dois esquemas (ambos independentes da massa). Então

g′ = gFg(g) Fg(g) = 1 +O(g2)

Z ′
m(g′) = Zm(g)Fm(g) Fm(g) = 1 +O(g2)

Z ′
φ(g

′) = Zφ(g)Fφ(g) Fφ(g) = 1 +O(g′)

❐ O 1 nas funções F expressa o facto que ao ńıvel árvore não há
ambiguidades. Usando as relações acima podemos ver como estão
relacionadas as funções β, γm e γ em dois esquemas. Obtemos (estamos a
considerar o caso duma teoria de gauge)
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β′(g′) = µ
∂

∂µ
g′ = µ

∂

∂µ
(gFg(g)) = β(g)

(
Fg + g

∂Fg
∂g

)

γ′m(g′) = µ
∂

∂µ
lnm′ = µ

∂ ln

∂µ
(F−1
m (g)m) = γm(g)− β(g)

∂

∂g
lnFm

γ′(g′) =
1

2
µ
∂

∂µ
lnZ ′

φ(g
′) = γ(g) +

1

2
β(g)

∂

∂g
lnFφ

❐ As funções β, γm e γ só coincidirão se os esquemas forem o mesmo, isto é
Fg = Fm = Fφ = 1.

❐ Contudo as propriedades seguintes são ainda independentes do esquema.

i) A existência de um zero de β(g).

Se β(g0) = 0 então β′(g′0) = 0 para g′0 = g0Fg(g0). Notar que em geral g0
depende do esquema, isto é g0 6= g′0.
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❐ ii) A primeira derivada de β(g) no zero.

Seja β(g0) = 0. Então

∂β′(g′0)

∂g′
=

{
∂g

∂g′
∂

∂g

[
β(g)

(
Fg + g

∂Fg
∂g

)]}

g0

=


Fg + g

∂Fg
∂g

+ g
∂β

∂g
+ β(g)

1

Fg + g
∂Fg

∂g

∂
(
Fg + g

∂Fg

∂g

)

∂g



g0

=
∂β

∂g
(g0) ·

❐ iii) Os primeiros dois termos em β(g).

Seja β(g) = b0g
3 + b1g

5 +O(g7), e

Fg(g) = 1 + ag2 +O(g4) ·
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Então

g′ = g + ag3 +O(g5)

e

g = g′ − ag′3 +O(g5)

Portanto

β′(g′) = β(g)
∂

∂g
(gFg) = (b0g

3 + b1g
5 +O(g7))(1 + 3ag2 +O(g4))

= b0g
3 + (3ab0 + b1)g

5 +O(g7)

= b0(g
′3 − 3ag′5 +O(g′7) + (3ab0 + b1)(g

′5 +O(g′7))

= b0g
′3 + b1g

′5 +O(g′7)
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❐ iv) O primeiro termo em γ(g) e γm(g).

Seja

γ(g) = cg2 +O(g4)

γm(g) = dg2 +O(g4)

Então como β(g) = O(g3) é evidente que

γ′(g′) = cg′2 +O(g′4)

γ′m(g′) = dg′2 +O(g′4) .

❐ v) O valor de γ(g0) e γm(g0) se β(g0) = 0.

Este resultado é imediato. Como veremos na secção seguinte todos estes
resultados são necessários pois eles controlam resultados f́ısicos e estes não
podem depender do esquema de renormalização.
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A equação do grupo de renormalização em MS foi escrita para a teoria λφ4.
Vamos agora considerar teorias da gauge (abelianas ou não abelianas). Para a
quantificação destas teorias é necessário introduzir um termo que fixe a gauge

LGF = − 1

2ξ
(∂ ·A)2

onde escolhemos as gauges do tipo de Lorentz. Como não há correcções radiativas
para a parte longitudinal do propagador, não é necessário nenhum contratermo
para o termo que fixa a gauge. Portanto se pusermos, como habitualmente,

Aµ = Z
−1/2
A Aµ0

obtemos

1

2ξ
(∂ ·A)2 =

1

2ξZA
(∂ ·A0)

2 =
1

2ξ0
(∂ ·A0)

2
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Isto quer dizer que o parâmetro de gauge é renormalização de acordo com

ξ0 = ZAξ .

As funções de Green irredut́ıveis renormalizadas, dependem em geral de ξ, isto é

Γ
(n)
R (g,m, ξ, µ) = Z

n/2
A Γ

(n)
0 (g0,m0, ξ0, ε)

A equação do grupo de renormalização é então

[
µ
∂

∂µ
+ β(g, ξ)

∂

∂g
+ γm(g, ξ)m

∂

∂m
+ δ(g, ξ)

∂

∂ξ
− γA(g, ξ)

]
Γ
(n)
R (g,m, ξ, µ) = 0
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onde

δ(g, ξ) = µ
∂

∂µ
ξ = µ

∂

∂µ
(Z−1

A ξ0) =

= −ξ0
1

Z2
A

∂

∂µ
ZA

= −2ξγA(g, ξ)

e se admitiu a possibilidade de β, γm e γA dependerem do parâmetro ξ. Contudo a
dependência em ξ não é arbitrária, obedece a certos constrangimentos. Para
vermos isso consideremos uma função de Green sem dimensões e correspondendo a
operadores invariantes de gauge. Então

∂

∂ξ0
G0(g0,m0, ξ0, ε) = 0 (independente de gauge)
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e

G0(g0,m0, ξ0, ε) = G(g,m, ξ, µ) (sem dimensões)

e portanto

∂

∂ξ
G = 0

ou seja

DGG ≡
[
∂

∂ξ
+ ρ(g, ξ)

∂

∂g
+ σ(g, ξ)m

∂

∂m

]
G(g,m, ξ, µ) = 0

onde

ρ(g, ξ) =
∂g

∂ξ
; σ(g, ξ) =

∂

∂ξ
lnm
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Mas G obedece à equação do grupo de renormalização

DG ≡
[
µ
∂

∂µ
+ β

∂

∂g
+ γmm

∂

∂m
+ δ

∂

∂ξ

]
G = 0

Usando a equação para DGG = 0 podemos substituir a derivada em ordem a ξ por
derivadas em ordem aos outros parâmetros, obtendo uma equação do grupo de
renormalização semelhante à das teorias que não têm campos de gauge, isto é

[
µ
∂

∂µ
+ β

∂

∂g
+ γmm

∂

∂m

]
G = 0

onde

β ≡ β − ρδ γm = γm − σδ
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Calculemos agora o comutador [DG,D]G = 0. Obtemos

{[
∂β

∂ξ
+ β

∂β

∂g
− β

∂ρ

∂g
− δ

∂ρ

∂ξ

]
∂

∂g
+

[
∂δ

∂ξ
+ ρ

∂δ

∂g

]
∂

∂ξ

+

[
∂γm
∂ξ

+ ρ
∂γm
∂g

− β
∂σ

∂g
− δ

∂σ

∂ξ

]
m

∂

∂m

}
G = 0

Introduzindo as funções β e γm e o operador

D ≡ ∂

∂ξ
+ ρ

∂

∂g

a equação anterior escreve-se
[
(Dδ) ∂

∂ξ
+

(
D β +D(ρδ)− β

∂ρ

∂g
− δDρ

)
∂

∂g

+

(
Dγm +D(σδ)− β − ∂σ

∂g
− δDσ

)
m

∂

∂m

]
G = 0
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Multiplicando a equação DGG = 0 por (Dδ) obtemos

[
(Dδ) ∂

∂ξ
+ ρ(Dδ) ∂

∂g
+ σ(Dδ)m ∂

∂m

]
G = 0

Comparando as duas equações vemos que

D β = β
∂ρ

∂g
e D γm = β

∂σ

∂g

Estas equações asseguram que resultados f́ısicos sejam independentes de gauge.
Assim β = 0 tem consequências f́ısicas. Então D β = 0 e D γm = 0 dizendo que a
existência dos zeros de β e a dimensão anómala da massa γm são independentes
de gauge. Também se β = 0 obtemos

D
(
∂β

∂g

)
=

∂

∂g
D β +

[
D, ∂

∂g

]
β

=
∂

∂g
D β − ∂ρ

∂g

∂β

∂g
= 0
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e portanto a primeira derivada de β no zero é independente da gauge. Finalmente
como ρ = O(g3) e δ = O(g2) temos então

β = β +O(g5) .

Estes resultados não dependem de se ter adoptado subtracção mińıma ou não. Se
adoptarmos subtracção ḿınima temos então

Teorema

No esquema de subtracção ḿınima temos ρ = σ = 0 e portanto

D =
∂

∂ξ
; β = β e γm = γm

e β e γm são independentes da gauge em todas as ordens.
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Dem: Demonstramos só para ρ, para σ é igual.

ρ = g
∂

∂ξ
ln g = − g

Zg

∂Zg
∂ξ

Então

0 = Zgρ+ g
∂

∂ξ

(
1 +

a1
ε

+
a2
ε2

+ · · ·
)

= ρ+
1

ε

(
ρa1 + g

∂a1
∂ξ

)
+O(1/ε2)

obtemos portanto

ρ = 0 .
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❐ Como vimos na secção anterior, o comportamento assimptótico das funções
de Green irredut́ıveis depende do comportamento assimptótico das soluções
das equações para a constante de acoplamento efectivo λ(t) e para a massa
efectiva, que como vimos são





dλ
dt

= β(λ) ; λ(0) = λ

dm
dt

=
[
γm(λ)− 1

]
m(t) ; m(0) = m

❐ Destas equações resulta que as variações da constante de acoplamento
efectiva e da massa efectiva com uma variação de escala de energia são
controladas pelas funções β e γm, respectivamente.

❐ Para estudar o comportamento assimptótico de λ vamos admitir que β(λ)
tem a forma da figura seguinte
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β(λ)

λλ1 λ20

Os pontos, 0, λ1 e λ2 onde β(λ) se anula são chamadas pontos fixos, pois se λ se
encontra num desses pontos em t = 0 então ficará áı para todos os valores do

momento
(
dλ
dt = 0

)
. Os pontos fixos podem ser de dois tipos:
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❐ i) Ponto fixo estável ultravioleta(UV)

São aqueles em que β′(λ) < 0. É o caso do ponto λ1 na figura. Neste caso
β(λ) > 0 para λ < λ1 e β(λ) < 0 para λ > λ1. Então se para
t = 0 0 < λ < λ1 então quando t→ ∞ λ→ λ1. Por outro lado se
λ1 < λ < λ2 quando t→ ∞ também λ→ λ1. Portanto no intervalo
0 < λ < λ2 a constante de acoplamento é sempre conduzida para λ1 quanto
t→ ∞, isto é, para momentos grandes.

❐ ii) Ponto fixo estável infravermelho(IR)

São aqueles em que β′(λ) > 0. É o caso dos pontos 0 e λ2 da figura. É fácil
de ver que quando t→ ∞ a constante de acoplamento se afasta de 0 e λ2,
mas que no limite t→ 0 se aproxima deles.

Podemos agora estudar o comportamento assimptótico das soluções do
grupo de renormalização. Supomos, por exemplo 0 < λ < λ2. Então

lim
t→0

λ(t, λ) = λ1

A maneira como tende para λ1 depende da primeira derivada de β(λ).
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Suponhamos que na vizinhança de λ1 temos

β(λ) = a(λ1 − λ) ; a > 0

β′(λ1) = −a < 0

Então

λ(t, λ) = λ1 + (λ− λ1)e
−at

isto é, a aproximação do ponto fixo é exponencial na variável t. Será tanto maior
quanto maior for |β′(λ1)| = a. Vimos anteriormente que a solução da equação da
massa efectiva era

m(t) = me−te
∫

t

0
γm(λ)dt′



Fixed points · · ·

Lecture 12

Renormalization

Minimal subtraction

Lecture 13

Eff gauge couplings

•Fixed points

•β functions

•QCD

•Paramagnetic

Applications

Jorge C. Romão TCA-2012 – 69

Se lim
t→∞

λ = λ1 então temos para t→ ∞

m = me−t(1−γm(λ1))

o que mostra que se γm(λ1) < 1 então m(t) → 0 quando t→ ∞. Na mesma
aproximação

∫ t

0

γ(λ(t′))dt′ ≃ γ(λ1)t

e portanto a solução assimptótica é

lim
σ→∞

Γn(σpi,m, λ, µ) = σ4−n[1+γ(λ1)]Γ(n)(pi,m, λ1, µ)

o que mostra que a dimensão dos campos não é 1 mas 1 + γ(λ1). Dáı o nome de
dimensão anómala para γ(λ).
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❐ Em geral é dif́ıcil calcular os zeros da função β, pois requere normalmente
resultados para além da teoria de perturbações.

❐ Contudo β(λ), γm(λ) e γ(λ) têm um zero trivial na origem. Se acontecer
que a origem seja um ponto fixo estável UV então quer dizer que quando a
escala da energia aumenta a constante de acoplamento diminui. No limite
t→ ∞, λ→ 0 e por isso se diz destas teorias que são assimptoticamente

livres. É fácil de ver que isso acontece se β′(0) < 0.

❐ Na secção seguinte vamos ver quais as teorias em que isso pode acontecer.
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Vamos nesta secção mostrar que só as teorias de gauge não abelianas podem ser
assimptoticamente livres, isto é, só estas verificam a propriedade β′(0) < 0.

i) Teorias com escalares
Já vimos anteriormente que para a teoria escalar mais simples, λφ4, temos

β(λ) =
3λ2

16π2
+O(λ4)

e portanto não é assimptoticamente livre. Consideramos agora a teoria escalar
mais geral com campos φi e acoplamento

LI = −λijkℓφiφjφkφℓ

onde se somam os ı́ndices repetidos. Então

βijkℓ =
dλijkℓ(t)

dt
= A(λiℓmnλkjmn + λijmnλkℓmn + λikmnλjℓmn)

com A > 0. A teoria não é assimptoticamente livre pois há sempre funções β com
derivadas positivas. Por exemplo
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dλ1111
dt

= β1111 = 3A|λ11mn|2 > 0 ; ∀t

ii) Teorias com escalares + fermiões + acoplamentos de Yukawa
O termo da interacção mais geral para uma teoria com escalares e fermiões é

LI = −
∑

i,j,k,ℓ

λijkℓφiφjφkφℓ +
∑

a,b,k

ψ
a
(Akab + iBkabγ5)ψ

b
φk

onde A e B são matrizes reais. Agora já não é posśıvel mostrar que dλiiii

dt > 0 por
causa do loop de fermiões de ordem A2 ou B2 com um sinal negativo. Se
definirmos (gi)ab ≡ Aiab + iBiab, obtemos

16π2 dg
i

dt
= (Trgigj†)gj + Tr(gi†gj)gj +M ijgj

+
1

2
gig†jgj +

1

2
gjg†jgi + 2gjg†igj
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onde M ij ≡ 1
4λikℓmλjkℓm. Usando este resultado é posśıvel demonstrar o teorema

seguinte:
Teorema

A teoria mais geral com escalares e fermiões não é assimptoticamente

livre pois d
dtTr(g

i†gi) > 0 e portanto não é possivel gi → 0 quando

t→ ∞.

Dem:

8π2 d

dt
Tr(gi†gi) = 8π2 d

dt

∑

a,b,i

|giab|2

= Tr(gigj†)Tr(gi†gj) + Tr(gigj†)(Trgigj†)

+
1

2
Tr(gigi†gjgj†) +

1

2
Tr(gi†gigj†gj)

+2Tr(gigj†gigj†) +M ijTr(gi†gj)
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Agora o último termo é positivo, assim como o terceiro e o quarto. O primeiro é
maior que o segundo e portanto

8π2 d

dt
Tr(gi†gi) ≥ 2

[
Tr(gigj†)Tr(gigj†) + Tr(gigj†gigj†)

]

e o segundo membro é positivo pois pode ser escrito

8π2 d

dt
Tr(gi†gi) ≥ (giabg

i
cd + giadg

i
cd)(g

j†
bag

j†
dc + gj†dag

j†
bc ) ≥ 0

como queŕıamos demonstrar.

iii) Teorias gauge abelianas
Consideremos o caso de QED. Temos

Ze = Z1Z
−1
2 Z

−1/2
3 = Z

−1/2
3
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Z3 pode ser calculado do diagrama de polarização do vácuo representado na figura

e o resultado é

Z
−1/2
3 = 1 +

e2

12π2

1

ε
+ · · ·

logo

β(e) =
1

2
e2
da1
de

=
e3

12π2
> 0
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Se tivéssemos electrodinâmica escalar Z3 seria obtido a partir dos diagramas da
figura

e o resultado seria

Z
−1/2
3 = 1 +

e2

48π2

1

ε

o que dá neste caso β(e) = e3

48π2 > 0. Portanto as teorias de gauge abelianas não
são livres assimptoticamente.
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iv) Teorias de gauge não abelianas
Comecemos pela teoria de gauge pura. A renormalização da função de onda para
os campos de gauge é obtida a partir dos diagramas da figura.

Em subtracção ḿınima obtemos

ZA = 1 +
g2

16π2

(
13

3
− ξ

)
C2(V )

1

ε

onde C2(V ) é o operador de Casimir definido no caṕıtulo 2 para a representação
adjunta, a que pertencem os campos da gauge (vectores).
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A constante de renormalização do vértice triplo, Z1, é obtida a partir dos
diagramas da figura

Obtemos

Z1 = 1 +
g2

16π2

(
17

6
− 3ξ

2

)
C2(V )

1

ε
+ · · ·
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Então

Zg ≡ Z1Z
−3/2
A = 1− g2

16π2

(
11

3
C2(V )

)
1

ε
+ · · ·

Usando ZA e Zg e as definições de β e γ obtemos

β = − g3

16π2

11

3
C2(V ) < 0

e

γA = − g2

16π2

1

2

(
13

3
− ξ

)
C2(V )

Portanto as teorias de gauge não abelianas sem campos de matéria são
assimptoticamente livres. Notar que a dependência da gauge (em ξ) desapareceu
de β de acordo com o resultado demonstrado anteriormente.
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A inclusão de fermiões e escalares acoplados ḿınimamente é agora trivial. O
lagrangeano de interacção é

Lint = gψiγ
µψjT

a
FijA

a
µ

+igφ∗i ∂
↔

µφjT
a
SijA

µa

+g2φ∗iT
a
SijT

b
SjkφkA

a
µA

µb

onde T aF e T aS são os geradores na representação em que se encontram os fermiões
e os escalares respectivamente. Para se encontrar a contribuição destas part́ıculas
para a função β temos que calcular a contribuição delas para Zg. O mais fácil é
usar os resultados de QED e electrodinâmica escalar que dizem que

Zg = Z
−1/2
A

e calcular a contribuição para ZA dos fermiões e escalares devido aos diagramas
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O resultado é

Zg(fermiões + escalares) = 1 +
g2

16π2

[
4

3
T (RF ) +

1

3
T (RS)

]
1

ε
+ · · ·

pelo que

β(fermiões) =
g3

16π2

4

3
T (RF )
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e

β(escalares) =
g3

16π2

1

3
T (RS)

Pondo tudo junto obtemos

β =
g3

16π2

[
−11

3
C2(V ) +

4

3
T (RF ) +

1

3
T (Rs)

]

onde as quantidades T (R) são definidas para uma dada representação por

Tr(T aT b) = T (R)δab

Se a teoria contém fermiões de Majorana (ou spinores de Weyl) ou campos
escalares reais, os coeficientes em frente de T (RF ) e T (RS) são multiplicados por
um factor adicional de 1/2.
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Consideremos agora um exemplo simples, QCD (SU(3)) com as três familias de
quarks.
Para SU(N) temos

C2(V ) = N

e como os quarks se encontram na representação fundamental

T (RF ) =
1

2

Então

β =
g

16π2

[
−33

3
+

4

3
× 1

2
× 2Ng

]

ou seja (Ng = número de gerações ou faḿılias)
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β =
g3

16π2

[
−33− 4Ng

3

]

Portanto SU(3) será assimptoticamente livre se

33− 4Ng > 0

ou ainda

Ng <
33

4
→ Ng ≤ 8

São portanto permitidas 8 faḿılias ou seja 16 tripletos de SU(3).
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Um argumento recente (Nielsen 1981, Hughs 1981) permite compreender melhor o
que se passa de diferente nas teorias de gauge não abelianas para que elas tenham
liberdade assimptotica. Primeiro o facto de a carga diminuir a curta distância pode
ser interpretado como um anti - shielding do vácuo, isto é

ε < 1

O problema em compreender o que se passa resulta do facto de não conhecermos
substância com ε < 1 (Em QED a carga aumenta a curta distância e portanto o
vácuo é um dieléctrico normal ε > 1). Contudo o vácuo deve ser invariante
relativista e portanto deve ter uma permeabilidade µ tal que (estamos a fazer
c = 1)

µε = 1

Assim o antiscreening corresponde a µ > 1. Portanto o vácuo duma teoria de
gauge não abeliana é um paramagnético e este conceito pode ser compreendido
mais facilmente.
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A permeabilidade magnética pode ser calculada calculando a densidade de energia
do vácuo num campo exterior

u0 =
1

2µ
B2
ext

Nielsen e Hughes mostraram que µ = 1 + χ onde a susceptibilidade χ é dada por

χ ∼ (−1)2sq2
∑

s3

(
−1

3
+ γ2s23

)

onde s é o spin, q a carga, γ a razão giromagnética e s3 a projecção de spin na
direcção do campo magnético externo. Assim para escalares, fermiões e campos de
gauge obtemos

Escalares

χS ∼ −1

3
q2S < 0 (diamagnético)
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Fermiões (γF = 2)

χF ∼ (−1)q2F 2

(
−1

3
+ 1

)
= −4

3
q2F (diamagnético)

Bosões de gauge (γV = 2)

χV ∼ q2V 2

(
−1

3
+ 4

)
=

22

3
q2V (paramagnético)

e portanto

χTotal ∼
22

3
q2V − 4

3
q2F − 1

3
q2S
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Comparando com a função β podemos fazer a correspondência

q2V → 1

2
C2(V )

q2F → T (RF )

q2S → T (RS)

o que permite compreender o vácuo das teorias de gauge não abelianas como um
meio paramagnético.
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We consider the Grand Unified Theory (GUT) with the gauge group SU(5), that is

SU(5) ⊃ SUc(3)× SUL(2)× UY (1) .

The unification takes place at the GUT scale MX . Using the renormalization
group equations and the low energy data on the coupling constants, it is possible
to determine the scale MX as well as other predictions for the theory at the low
scale, which we take to be the scale MZ . For this we need to know how the
different coupling constants evolve with the scale.
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We start by writing the covariant derivatives for the unified theory and for the
theory with the broken symmetry.

SU(5) : Dµ = ∂µ + ig5

23∑

a=0

Aaµ
λa

2

SU(3)× SU(2)× U(1) : Dµ = ∂µ + ig3

8∑

α

Gaµ
λ

2

a

2

+ig2

3∑

α

Aaµ
σ

2

a

2
+ ig′

Y

2
Bµ

At the scale MX where the unification takes place we have

g5 = g3 = g2 = g1

where g1 is the coupling constant of the abelian subgroup of SU(5). However for
the abelian groups there are no constraints in the normalization of the generators,
and therefore the the generator λ0 of that U(1) can be normalized in a different
way from the hypercharge.
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We must have

g1λ
0 = g′Y

As λ0 is a generator of SU(5) it is normalized according to

TF (λ
aλb) = 2δab

that is, for the fundamental representation we must have

λ0 =
1√
15




2
2

2
−3

−3
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Now, for the fundamental representation, we have

5 =




d1

d2

d3

e+

νce



R

and the hypercharge (remember that Q = T3 +
Y

2
) can be read directly. We

obtain,

Y =




−2/3
−2/3

−2/3
1

1
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Therefore Y = −
√

5
3λ

0 and g′ = −
√

3
5g1. This allows to determine sin2 θW at

the GUT scale MX ,

sin2 θW (MX) =
g′2

g2 + g′2
=

3
5g1

g2 +
3
5g1

=
3

8

Also, for future reference, we note that

g′2 =
3

5
g21 .
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Let us look now at what happens at the scale MZ . The evolution of the coupling
constants is governed by the RGE equations for the three gauge groups in the
broken phase

dgi
dt

= βi

These β functions are given by

βi =
g3i

16π2


−11

3
C2(V ) +

∑

j

4

3
T (RFj

) +
∑

k

1

3
T (RSk

)




where the sums are over all the fermion and scalar physical states of the theory at
a given scale. Given the form of the last equation it is usual to define

βi ≡
1

16π2
big

3
i

and therefore the bi are defined by the bracket of the equation above.
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We get

dgi
dt

=
bi

16π2
g3i

Let us solve this equations before we evaluate the beta function coefficients bi. For
that it is usual to introduce the generalization of the fine structure constant, that
is, we define

αi ≡
g2i
4π

Multiplying both sides by gi and doing some trivial algebra we get,

dαi
dt

=
bi
2π

α2
i

Rearranging and integrating between some initial (µi), and final scale (µf ), we get

∫ f

i

dαi
α2
i

=
bi
2π

∫ f

i

dt
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or (remember that t = ln(µ))

[
− 1

αi

]f

i

=
bi
2π

(tf − ti) =
bi
2π

ln

(
µf
µi

)

and finally

α−1
i (µf ) = α−1

i (µi)−
bi
4π

ln

(
µ2
f

µ2
i

)

As at the unification scale MX we have, by definition that

α1 = α2 = α2 = α5

where α5 is the SU(5) unified value, and we can write the final solution

α−1
i (µ) = α−1

5 +
bi
4π

ln

(
M2
X

µ2

)
, i = 1, 2, 3



Scale MZ · · ·

Lecture 12

Renormalization

Minimal subtraction

Lecture 13

Eff gauge couplings

Applications

• Scale MX
• Scale MZ
• Standard Model

•MSSM

Jorge C. Romão TCA-2012 – 97

We can rewrite these equations in terms of electromagnetic fine structure constant
α(µ) and of the strong coupling equivalent αsµ), that are measured at the weak
scale, to obtain





α−1
s (µ) = α−1

5 +
b3
4π

ln

(
M2
X

µ2

)

α−1(µ) sin2 θW (µ) = α−1
5 +

b2
4π

ln

(
M2
X

µ2

)

3
5 cos2 θW (µ)α−1(µ) = α−1

5 +
b1
4π

ln

(
M2
X

µ2

)

From these equations we obtain,

ln
M2
X

µ2
=

12π

−8b3 + 3b2 + 5b1

[
1

α(µ)
− 8

3

1

αs(µ)

]
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That allows to determine MX , once α(µ) and αs(µ) are known, at a given scale
µ, and

sin2 θW (µ) =
3(b2 − b3)

5b1 + 3b2 − 8b3
+

5(b1 − b2)

5b1 + 3b2 − 8b3

α(µ)

αS(µ)

which allows to determine sin2 θW at the scale µ =MZ , once α(MZ) and
αs(MZ) are known. Finally we can also solve for the value of α−1

5 . We get

α−1
5 = α−1(µ)

1

5b1 + 3b2 − 8b3

[
−3b3 + (5b1 + 3b2)

α(µ)

αS(µ)

]

Now we turn to the evaluation of the coefficients bi first in the Standard Model
(SM) and the in the Minimal Supersymmetric Standard Model (MSSM).
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In the SM we have the gauge fields, Ng = 3 families of leptons, NF = 2Ng = 6
quark flavours and one Higgs. With this information we can find the coefficients bi
for the SM using the definition

bi = −11

3
C2(Vi) +

∑

j

2

3
T (RFj

) +
∑

k

1

3
T (RSk

)

where we have separated the sum in the fermions for each quirality. This is
important for the SM as the model is described in terms of left and right-handed
fermions.

• SU(3)

For SU(3), we have C2(V3) = 3 and the quarks are in the fundamental
representation, therefore T (RFj

) = 1/2. Then the counting goes as follows,

b3 = −11

3
× 3

︸ ︷︷ ︸
Gauge

+ Ng ×




2

3
× 1

2
× (2 + 1 + 1)

︸ ︷︷ ︸
quarks


 = −7
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where the meaning of (2 + 1 + 1) is that we count the up and down components
of each (SU(2)L) doublet and then the corresponding right-handed quarks for
each generation.

• SU(2)

For the SU(2) we get

b2 = −11

3
× 2

︸ ︷︷ ︸
Gauge

+ Ng ×


 Nc ×

2

3
× 1

2︸ ︷︷ ︸
quarksL

+
2

3
× 1

2︸ ︷︷ ︸
leptons


+

1

3
× 1

2︸ ︷︷ ︸
Higgs

= −19

6

where Nc = 3 is the number of colours.
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• U(1)

Finally for the U(1) part, with the correct normalization, we have

b1 =
3

5
×


2
3
×
∑

fL,fR

(
Y

2

)2

+
1

3
×
∑

scalars

(
Y

2

)2



and therefore,

b1 =
3

5
×


Ng ×



2

3
×
(
−1

2

)2

× 2

︸ ︷︷ ︸
LeptonsL

+
2

3
× (−1)

2

︸ ︷︷ ︸
LeptonsR

+Nc ×
2

3
×
(
1

6

)2

× 2

︸ ︷︷ ︸
QuarksL

+Nc ×
2

3
×
(
2

3

)2

︸ ︷︷ ︸
Up−QuarksR

+Nc ×
2

3
×
(
1

3

)2

︸ ︷︷ ︸
Down−QuarksR


+

1

3
×
(
1

2

)2

× 2

︸ ︷︷ ︸
Higgs




= 4 +

Higgs︷︸︸︷
1

10
=

41

10



Standard Model · · ·

Lecture 12

Renormalization

Minimal subtraction

Lecture 13

Eff gauge couplings

Applications

• Scale MX
• Scale MZ
• Standard Model

•MSSM

Jorge C. Romão TCA-2012 – 102

❐ So, in summary we have for the SM,

b1 =
41

10
, b2 = −19

6
, b3 = −7

❐ Now let us look to see what are the results for MX , sin2 θW (MZ) and α
−1
5 .

We will use the current values from the Particle Data Group. These are

α−1(MZ) = 127.916, αs(MZ) = 0.118, MZ = 91.1896 GeV

we get

MX = 6.7× 1014 GeV, sin2 θW (MZ) = 0.208, α−1
5 = 41.48

❐ At the time that this GUT model was proposed it was completely consistent.
However after many years of dedicated experiments for find the decay of the
proton, the lower limit was substantially improved and also after LEP the
coupling constants are known with greater precision.

❐ Today the value for MX is too low, the same being true for the value of
sin2 θW (MZ) (the best value today is around sin2 θW (MZ) = 0.230).
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This can be seen very clearly if we plot the α−1
i as a function of ln(µ2/M2

Z). This
is shown in the figure

α i
-1

µ (GeV)

α1
-1

α2
-1

α3
-1

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

100 104 108 1012 1016

We clearly see that the agreement is quite poor with today’s values.
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Let us now turn to the MSSM. Below the GUT scale the gauge group is the same
as in the SM, but the particle content is larger, more than duplicated in relation to
the SM. We summarize in the following the particle content and their quantum
numbers under G = SUc(3)⊗ SUL(2)⊗ UY (1).

Supermultiplet SUc(3)⊗ SUL(2)⊗ UY (1)
Quantum Numbers

V̂1 ≡ (λ′,Wµ
1 ) (1, 1, 1)

V̂2 ≡ (λa,Wµa
2 ) (1, 3, 0)

V3 ≡ (g̃b,Wµb
3 ) (8, 1, 0)

L̂i ≡ (L̃, L)i (1, 2,−1)

R̂i ≡ (ℓ̃R, ℓ
c
L)i (1, 1, 2)

Q̂i ≡ (Q̃,Q)i (3, 2, 13 )

D̂i ≡ (d̃R, d
c
L)i (3, 1, 23 )

Ûi ≡ (ũR, u
c
L)i (3, 1,− 4

3 )

Ĥd ≡ (Hd, H̃d) (1, 2,−1)

Ĥu ≡ (Hu, H̃u) (1, 2, 1)
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With the values in the previous table we can calculate the contribution of the
various particles to the bi coefficients.

• SU(3)

❐ Gauge Supermultiplet

The gauge multiplet has a gauge boson contributing with

b gauge boson = −11

3
C2(V )

and the left-handed gauginos in the adjoint representation

b gauginos =
2

3
C2(V )

and therefore

b gauge SM = −3 C2(V )

where SM stands here for super-multiplet. Applying now to SU(3) we get

b gauge SM
3 = −9
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❐ Left-handed Lepton Supermultiplet

bLeptonsL SM
3 = 0

❐ Right-handed Lepton Supermultiplet

bLeptonsR SM
3 = 0

❐ Left-handed Quark Supermultiplet

bQuarksL SM
3 =

2

3
× 1

2
× 2

︸ ︷︷ ︸
QuarksL

+
1

3
× 1

2
× 2

︸ ︷︷ ︸
SquarksL

= 1

❐ Right-handed Up-Quark Supermultiplet

bUp−QuarkR SM
3 =

2

3
× 1

2︸ ︷︷ ︸
Up−QuarksR

+
1

3
× 1

2︸ ︷︷ ︸
Up−SquarksR

=
1

2
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❐ Right-handed Down-Quark Supermultiplet

bDown−QuarkR SM
3 =

2

3
× 1

2︸ ︷︷ ︸
Down−QuarksR

+
1

3
× 1

2︸ ︷︷ ︸
Down−SquarksR

=
1

2

❐ Up type Higgs Supermultiplet

bUp−Higgs SM
3 = 0

❐ Down type Higgs Supermultiplet

bDown−Higgs SM
3 = 0
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• SU(2)

❐ Gauge Supermultiplet

b gauge SM
2 = −6

❐ Left-handed Lepton Supermultiplet

bLeptonsL SM
2 =

2

3
× 1

2︸ ︷︷ ︸
LeptonsL

+
1

3
× 1

2︸ ︷︷ ︸
SleptonsL

=
1

2

❐ Right-handed Lepton Supermultiplet

bLeptonsR SM
2 = 0

❐ Left-handed Quark Supermultiplet

bQuarksL SM
2 = Nc

2

3
× 1

2︸ ︷︷ ︸
QuarksL

+Nc
1

3
× 1

2︸ ︷︷ ︸
SquarksL

= Nc
1

2
=

3

2
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❐ Right-handed Up-Quark Supermultiplet

bUp−QuarkR SM
2 = 0

❐ Right-handed Down-Quark Supermultiplet

bDown−QuarkR SM
2 = 0

❐ Up type Higgs Supermultiplet

bUp−Higgs SM
2 =

1

3
× 1

2︸ ︷︷ ︸
Higgsu

+
2

3
× 1

2︸ ︷︷ ︸
Higgsinou

=
1

2

❐ Down type Higgs Supermultiplet

bDown−Higgs SM
2 =

1

3
× 1

2︸ ︷︷ ︸
Higgsd

+
2

3
× 1

2︸ ︷︷ ︸
Higgsinod

=
1

2
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• U(1)

❐ Gauge Supermultiplet

b gauge SM
1 = 0

❐ Left-handed Lepton Supermultiplet

bLeptonsL SM
1 =

3

5
×



2

3
×
(
−1

2

)2

× 2

︸ ︷︷ ︸
LeptonsL

+
1

3
×
(
−1

2

)2

× 2

︸ ︷︷ ︸
SleptonsL


 =

3

10

❐ Right-handed Lepton Supermultiplet

bLeptonsR SM
1 =

3

5
×



2

3
× (−1)

2

︸ ︷︷ ︸
LeptonsR

+
1

3
× (−1)

2

︸ ︷︷ ︸
SleptonsR


 =

3

5
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❐ Left-handed Quark Supermultiplet

bQuarksL SM
1 =

3

5
×Nc×



2

3
×
(
1

6

)2

× 2

︸ ︷︷ ︸
QuarksL

+
1

3
×
(
1

6

)2

× 2

︸ ︷︷ ︸
SquarksL


 = Nc×

3

5
× 1

18
=

1

10

❐ Right-handed Up-Quark Supermultiplet

bUp−QuarksR SM
1 =

3

5
×Nc×



2

3
×
(
2

3

)2

︸ ︷︷ ︸
Up−QuarksR

+
1

3
×
(
2

3

)2

︸ ︷︷ ︸
Up−SquarksR


 = Nc×

3

5
×4

9
=

4

5

❐ Right-handed Down-Quark Supermultiplet

bDown−QuarksR SM
1 =

3

5
×Nc×



2

3
×
(
−1

3

)2

︸ ︷︷ ︸
Down−QuarksR

+
1

3
×
(
−1

3

)2

︸ ︷︷ ︸
Down−SquarksR


 = Nc×

3

5
×1

9
=

1

5
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❐ Up type Higgs Supermultiplet

bHiggsu SM
1 =

3

5
×



1

3
×
(
1

2

)2

× 2

︸ ︷︷ ︸
Higgsu

+
2

3
×
(
1

2

)2

× 2

︸ ︷︷ ︸
Higgsu


 =

3

5
× 1

2
=

3

10

❐ Down type Higgs Supermultiplet

bHiggsd SM
1 =

3

5
×



1

3
×
(
−1

2

)2

× 2

︸ ︷︷ ︸
Higgsd

+
2

3
×
(
−1

2

)2

× 2

︸ ︷︷ ︸
Higgsd


 =

3

5
× 1

2
=

3

10
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Now we put everything together to obtain for the MSSM,

b1 =Ng ×
(

3

10
+

3

5
+

1

10
+

4

5
+

1

5

)
+

3

10
+

3

10
= 3× 2 +

3

5
=

33

5

b2 =− 6 +Ng ×
(
1

2
+

3

2

)
+

1

2
+

1

2
= 1

b3 =− 9 +Ng ×
(
1 +

1

2
+

1

2

)
= −3 (1)

Now let us look to see what are the results for MX , sin2 θW (MZ) and α
−1
5 in the

MSSM. Using the same inputs as for the SM, we get

MX = 2.1× 1016 GeV, sin2 θW (MZ) = 0.231, α−1
5 = 24.27

we immediately see that these values are quite good. This can be seen very clearly
if we plot the α−1

i as a function of ln(µ2/M2
Z).
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This is shown in following figure
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The agreement is excellent.
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❐ We can still go a step further. We know that supersymmetry must be broken
above the electroweak scale, so what we have done is not quite correct
because we are running with the MSSM content down to the weak scale.

❐ Of course each particle will decouple at its mass, but assuming that their
masses are not much different we can assume that there will a scale MSUSY,
below which we will have the SM RGEs.

❐ We can redo the calculation taking now the evolved SM values at MSUSY as
the boundary conditions for the MSSM evolution. The results are shown for
various values of the SUSY scale.

❐ We see from these results that if the SUSY scale is much higher than, say 1
TeV, the good agreement starts do disappear. Before we end we should
emphasize that these are one loop results, without many fine details, like
thresholds (talking in account that not all the supersymmetric particles
decouple at the same scale) and the important two-loop effects.
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