Problemas Extra de Electrostatica

Recentemente deparei com o seguinte problema de electrostatica, no ambito dum curso
elementar de electromagnetismo.

Considere duas esferas de raio R com cen-
tros sobre o eizo dos z em pontos de coor-
denadas (0,0,2R) e (0,0, —2R), respectiva-
mente, conforme indicado na figura. A esfera

1A 4

1 nao € condutora e estd carregada uniforme-
mente com carga total Q > 0. A esfera 2 é 1 @)

condutora e estd carregada, com carga total

—(@. Determine o potencial sobre o eizo dos 19

zZ.

Como se tratava dum curso elementar, o que 9 @)

se deveria querer era que os alunos usassem

o principio da sobreposi¢ao, juntamente com

a lei de Gauss para as duas esferas.

No entanto, isto é incorrecto e o problema é muito mais complicado. De facto, enquanto
que a esfera 1 conserva a sua distribuicao esférica mesmo em presenca de outras cargas, isso
nao acontece com a esfera condutora. Assim, na presenca da esfera 1 as cargas no condutor
vao-se redistribuir na superficie, mantendo, claro, o valor total —(). Assim, pensei que
este problema era um bom desafio e organizei uma série de problemas encadeados que
irao conduzir a solucao. De facto chegaremos mesmo a solucao geral em todo o espaco,
fora do eixo dos z.

Considere duas esferas de raio R com cen-
tros sobre o eixo dos z em pontos de coorde-
nadas (0,0,4R) e (0,0,0), respectivamente,
conforme indicado na figura. A esfera 1 nao

¢é condutora e estd carregada uniformemente 1 @)
com carga total @) > 0. A esfera 2 é condu-
tora e estd ao potencial zero.

Az

a) Calcule o potencial num ponto genérico \
do eixo dos z, isto é, ¢(0,0,z). Sugestao: 2 J
utilize o método das imagens (ver Ref.[1] pag.

38).

b) Verifique que a esfera condutora é uma equipotencial.

Y

¢) Determine a densidade de carga a superficie da esfera condutora, o. Verifique que nao
¢ uniforme mas que se tem
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Comente.
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Considere agora que as esferas tém centros
sobre o eixo dos z em pontos de coordenadas
(0,0,2R) e (0,0, —2R), respectivamente, con-
forme indicado na figura ao lado. A esfera 1
condutora 2 esta agora carregada com carga

@
total —(), como no problema inicial. 0]

=Y

a) Calcule o potencial num ponto genérico

do eixo dos z, isto é, ¢(0,0, z) para z > 2R. 2
Sugestao: utilize os resultados do problema

anterior.

)

b) Calcule ¢(0,0, z) para z > R e determine o momento dipolar da distribuigao de cargas.

c¢) Calcule o momento dipolar da distribuigao a partir da definigao
p= Z 4T

e compare com o valor obtido na alinea b). Sugestao: Comece por mostrar que se
¢ = 0, entao o momento dipolar da distibuicao nao depende da escolha da origem.
Em seguida escolha a origem mais conveniente.

111

Considere a situacao do problema II.

a) Usando o resultado (ver o livro de J.D. Jackson [2])

1 0o T’l
=2 i1 Bi(cos)

=0 ">

=7

onde v é o angulo entre 7 e 77, - (r>) é o menor (maior) valor entre |7] e || e P(z) s@o
os polindmios de Legendre de grau [, mostre que para |z| > 2R,

9] Cl
d)(O? 07 Z) - Z ﬁ

1=0
Determine os coeficientes C;. Verifique que

_ QR

Ch=0 —
0 YT 4re, 16

Comente.

b) Sabendo que a solugao geral da equacao de Laplace em coordenadas esféricas com

simetria azimutal
o0

P(r,0) = (Al r' 4+ By T_I(ZH)) Py(cos 6)

=0



se pode obter a partir da solugao para 6 = 0 (eixo dos z)

= i (Al ’I“l + Bl T_l(l+1))

=0

multiplicando por P,(cos ) (ver livro do Jackson), obtenha a solu¢do geral do potencial
do problema anterior ¢(r,#), valida em todo o espago, para r > 2R.

c¢) Use o resultado anterior para determinar o primeiro termo nao nulo do potencial sobre
o eixo dos x para x > R. Comente.

d) Use o resultado da alinea b) para mostrar que sobre a esfera condutora e para r > 2R

se tem
1 /-7

I ‘3 I
_ Q1§ @ 4 (T) 4 =2 cos
Pla) = 4m R 2% (5—4cosoz)urTl Fi(cost)

onde
coso — 2

VD —4cosa

e a é o angulo que da a posicao sobre a esfera conforme indicado na figura seguinte.

cosf =

e) Some numericamente a série para mostrar que

(para r > 2R) a esfera condutora tem potencial I
constante,

3 1

p=-3 2 1 1

4 4meg R
Sugestoes: Use o Mathematica para somar os O\\-e R
primeiros 50 termos da série. No Mathematica ' r
os polinémios de Legendre sao representados pela 9 @O‘
funcao:

P,(x) = LegendreP[n, x|

f) Generalize o resultado de b) para que possa verificar que o potencial sobre a esfera
condutora é constante para pontos sobre a esfera tais que r < 2R.
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